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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit einem Unterring der komplexen Zahlen,
den sogenannten Eisensteinzahlen. Mithilfe zahlentheoretischer Grundlagen und Herlei-
tungen wird die Arithmetik des Rings der Eisensteinzahlen, insbesondere die Teilbar-
keit, Primelemente und eine eindeutige Faktorisierung erarbeitet. Genauer wird in die-
ser Masterarbeit gezeigt, dass die Eisensteinzahlen Z[w] einen euklidischen Ring bilden,
weswegen eine Division mit Rest und ein euklidischer Algorithmus durchgefithrt werden
konnen. Aus mehreren Ansdtzen wird dann als zentrales Ergebnis ein Zerlegungsge-
setz fiir Primzahlen p € P in Z[w] aufgestellt und vollsténdig mittels Reduktionstheorie
von bindren quadratischen Formen bewiesen. Unter Zuhilfenahme der Normabbildung
d : Z|w] — N und des Zerlegungsgesetzes konnen anschlieffend die Primelemente in Z|w]
bestimmt und eine Primfaktorzerlegung berechnet werden.

Abstract

The present thesis deals with a subring of the complex numbers, the so-called Eisen-
stein integers. Using number-theoretic basics and derivations the arithmetic of the ring
of Fisenstein integers, particularly divisibility, prime elements, and unique factorization,
is developed. More precisely, this master thesis shows that the Eisenstein integers Z|w]
form a Euclidean ring so that division with remainder and the application of a Euclidean
algorithm can be carried out. Using several approaches a decomposition law for prime
numbers p € P in Z[w] is then derived as a central result and completely proven by
means of the reduction theory of binary quadratic forms. With the help of the norm
mapping ¢ : Zlw|] — N and the decomposition law the prime elements in Z[w] can then
be determined and a prime factorization can be calculated.
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1 Einleitung

Mit ihren Wurzeln in der Antike hat sich die Zahlentheorie zu einem modernen For-
schungsgebiet entwickelt, das grundlegende Fragen der Arithmetik mit aktuellen Pro-
blemstellungen und Anwendungen verkniipft. Dabei sind gerade die algebraischen Struk-
turen wie Ringe ein zentrales Thema. Ebenso relevant sind die mit Hilfe ebendieser Rin-
ge formulierten Eigenschaften der Teilbarkeit, Primzahlen und Faktorisierung, die zum
Beispiel in der Kryptografie Anwendung finden. Genau diese Merkmale werden in dieser
Arbeit in Bezug auf die Eisensteinzahlen untersucht.

Die Eisensteinzahlen gehen auf den Mathematiker Gotthold Eisenstein (1823 - 1852)
zuriick. Dieser ist vor allem fiir seine Arbeit “teils in der hoheren Arithmetik, teils in der
Theorie der [...] Funktionen, teils in der Verkniipfung dieser beiden grofien Gebiete”, E]
bekannt und wurde von vielen namhaften Wissenschaftlern und Mathematikern bereits
zu Lebzeiten unterstiitzt, unter anderem von Humboldt, Gaufl und Dirichlet [I][13, S.
420f]. Die Eisensteinzahlen bilden einen speziellen Ring innerhalb eines Erweiterungskor-

2mi

pers von Q. Sie werden unter Zuhilfenahme der dritten Einheitswurzel w3 = 1; w =3
dargestellt und bilden den euklidischen Ring Z[w], dessen Arithmetik entsprechend der
ganzen Zahlen Z ergriindbar ist.

Ziel dieser Masterarbeit ist es, die grundlegenden arithmetischen Eigenschaften im Ring
der Eisensteinzahlen zu erortern. Insbesondere sollen dabei die Teilbarkeit, die primen
Elemente und eine eindeutige Faktorisierung erarbeitet und schlieBllich die Arithmetik
mit der Arithemtik der ganzen Zahlen verglichen werden, indem das Zerlegungsgesetz im
Ring der Eisensteinzahlen bewiesen wird. Um dieses Ziel erreichen zu koénnen, werden
theoretische Aspekte mit konkreten Beispielen und geometrischen Darstellungen ver-
deutlicht, um ein ganzheitliches Bild der Eisensteinzahlen zu erhalten.

Dazu werden im zweiten Kapitel ein zahlentheoretischer Grundstein gelegt und algebrai-
sche Strukturen definiert. Dabei nehmen die Teilbarkeit und die Primzahlen einen grofien
Teil ein. Anhand des Rings der ganzen Zahlen 7Z werden diese Strukturen verdeutlicht
und erste Beispiele gegeben. Besondere Beachtung erhalten dabei unter anderem die
Division mit Rest und die Existenz des euklidischen Algorithmus, sowie die Primzahlen
mit ihren Eigenschaften, beispielsweise die Existenz und Eindeutigkeit der Primfaktor-
zerlegung in allgemeinen Ringen R.

Daran ankniipfend werden die quadratischen Erweiterungskorper iiber Q, die sogenann-
ten quadratischen Zahlkorper sowie deren Ganzheitsringe vorgestellt. Das Hauptaugen-
merk liegt dabei auf den sogenannten imaginir-quadratischen Zahlkérpern Q(v/d) mit
d < 0. Die in Abschnitt 1 dargestellten Grundlagen zu primen Elementen werden an-
schliefend mithilfe einer Normabbildung, die die Elemente aus quadratischen Zahlkor-
pern auf den Integritédtsbereich der ganzen Zahlen abbildet, im Fall der Ganzheitsringe
in Q(v/d) genauer analysiert.

Das vierte Kapitel widmet sich den Fisensteinzahlen, das heiit dem Ring der ganzen
Zahlen in Q(1/—3). Dazu werden verschiedene Herangehensweisen zur Erarbeitung eines
konkreten Zerlegungsgesetzes nach Forster [5][7] und Weissman [16] auf das Beispiel des

LGauB, 1847. In einer Vorrede zum Sammelband Eisensteins Werke “Math. Abh.”



Rings der Eisensteinzahlen angewendet. Zur Erarbeitung dieses Zerlegungsgesetztes fiir
die Elemente im Ring Z|w| wird dabei einerseits mit dem Verfahren des “Lifting und
Lowering” von Primelementen, andererseits mit quadratischen Resten und der Zuhil-
fenahme des Legendre-Symbols gearbeitet. Anschliefend werden die zugrundeliegenden
theoretischen Ergebnisse anhand konkreter Berechnungen zur Anwendung gebracht. Der
vollstéandige Beweis des Zerlegungsgesetzes im Ring Z[w] erfolgt abschlieBend durch die
im fiinften Kapitel besprochene Reduktionstheorie fiir bindre quadratische Formen.



2 Algebraische und zahlentheoretische Grundlagen

Der Einstieg in diese Arbeit erfolgt mit der Definition algebraischer Strukturen. Aus-
gehend von Gruppen und ihren Morphismen wird im Anschluss die Struktur der Ringe
betrachtet, die den Grundstein der Zahlentheorie legt und damit fiir die Analyse der
FEisensteinzahlen von hoher Bedeutung ist.

2.1 Gruppe

Definition 1. Eine Menge GG zusammen mit einer Verkniipfung

o:GxG— G, (a,b) —~aob,
heifit Gruppe (G, o), wenn die folgenden Bedingungen erfiillt werden:

(G1) Die Verkniipfung o ist assoziativ, also fir alle a, b, c € G gilt (aob)oc = ao(boc).

(G2) Es gibt ein eindeutig bestimmtes e € G fiir das gilt:
eoa=agoe=aq fur allea € G
e heifit neutrales Element von G.

(G3) Zu jedem a € G gibt es ein eindeutig bestimmtes a~! € G fiir das gilt:
aloa=aocal=e
a~! heift Inverses von a.

Fiir die Inversion gilt aulerdem (a=!)~! = a.

G heifit kommutativ, wenn fiir alle Elemente a,b € G gilt aob=boa.

Ist die Verknpiifung abelsch, so wird sie mit dem Symbol “+” geschrieben und als Addi-
tion bezeichnet. Das neutrale Element e der Addition wird auch Nullelement genannt,
man schreibt 0. Ist die Verkniipfung nicht abelsch, so wird sie als Multiplikation be-
zeichnet mit dem neutralen Element oder FEinselement, geschrieben 1. Die kiirzere
Schreibweise fir multiplikativ verkniipfte Elemente erfolgt mit einem zentralen Punkt
a - b oder kurz mit ab.

In jeder Gruppe (G, o) mit a,z,y € G gelten die Kiirzungsregeln:

ar=ay ==Yy Ta =ya =T =1y.

Daraus folgt, dass die Gleichungen ax = b und ya = b fiir jedes a € G und b € G
eindeutig 16sbar sind durch

€T = a_lb y == ba_l.
Definition 2. Seien (G,o) und (H,e) Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G — H heifit
Gruppenhomomorphismus, wenn fiir alle Elemente a,b € G gilt:

flacob) = f(a)e f(b).



Ist die Abbildung ¢ bijektiv, so heifit sie Gruppenisomorphismus und die Gruppen
heiflen isomorph: G = H.

Surjektive Homomorphismen heiflen Epimorphismen, injektive heiflen Monomorphismen.
FEin Gruppenhomomorphismus von G nach G heifit Endomorphismus. Ist ein solcher
Endomorphismus bijektiv, so heifit er Automorphismus.

Der Kern von ¢ ist die Menge aller Elemente von G, die auf das neutrale Element epy
von H abgebildet werden, also

Kernyp:={a € G:p(a) =epy}.

Definition 3. Fiir die Gruppe G und die Teilmenge U von G (U C G) heifit U Unter-
gruppe von GG, wenn gilt:

(UG1) U ist abgeschlossen beziiglich der Multiplikation, also fiir a,b € U ist aob € U.
(UG2) U ist mit der von G vererbten Verkniipfung o wieder eine Gruppe.

Man schreibt U < G.

Fiir die Untersuchung in der Praxis verwenden wir die folgende

Bemerkung 4. Eine Teilmenge U einer Gruppe G ist genau dann eine Untergruppe,
wenn gilt:

(1) U#0
(2) a,beU=abteU

Beweis. Wenn G eine Gruppe ist gilt das Assoziativgesetz, das dann auch fiir jede Un-
tergruppe U gelten muss. Durch U # ) gibt es ein a € U fiir das aa™' = e € U. Zu
beUistb!=eb ! cU.

Mit a,b € U und ab = a(b~!)~! € U ist U abgeschlossen beziiglich der Multiplikati-
on. O

In jeder Gruppe G gibt es die trivialen Untergruppen {e} und G.
Beispiel 5.

o (Z,+) ist eine Untergruppe von (Q, +).

o (Q,+) ist eine Untergruppe von (R, +).

o (Z,+) ist eine Untergruppe von (C, +).

Lemma 6. Seien (G,0),(H,e) Gruppen mit neutralem Element eq bzw. ey und ¢ :
G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt fir alle a € G:

a) plec) =eny

b) o(a™) = p(a)” fir allen € Z



¢) Das Bild einer Untergruppe von G ist eine Untergruppe von H: Ug < G =
gO(Ug) < H.

d) Das Urbild einer Untergruppe von H ist eine Untergruppe von G: Uy < H =
-1
¢ (Un) <G.

e) Der Gruppenhomomorphismus ¢ ist injektiv genau dann, wenn ker ¢ = {eg}.
Beweis. [4, S.21][11], S. 25]
a) Aus p(eg) = plegea) = pleq)p(eq) folgt durch kiirzen sofort ey = ¢(eq).

b) Die Behauptung ist fiir n > 0 klar. Wir zeigen die Behauptung fiir n = —1. Nach
a) gilt ey = p(eg) = plaa™t) = p(a)pla™) = ¢(a!) = p(a)~!. Damit gilt fiir
alle m € N: p(a~) = p(a™)" = (p(a)™) " = p(a) ™.

¢) Seien a,b € Ug mit o’ = ¢(a),b’ = o(b) € p(Ug). Es gilt sicher ab™! € Ug und
aus @' (')~ = p(a)p(b) ™t = p(ab™!) € p(Ug) folgt die Behauptung.

d) Seien a,b € o~} (Uy) und daher ¢(a),p(b) € Uy. Dann folgt die Behauptung
direkt aus p(ab™!) = p(a)p(b)~! € Uy = ab™! € p(H).

e) “=" pleg) =eg und p(a) =eg =a=ce
“<" Seien a,b € G und ¢(a) = ¢(b). Dann ist p(ab™!) = p(a)p(b)~! = ey, also

ab~! € ker ¢ = {eg}, also muss a = b gelten.
O

Definition 7. Eine Untergruppe N < G heifit Normalteiler (in Zeichen N < G),
wenn fiir alle a € G gilt: aH = Ha.

Satz 8. Sei G eine Gruppe und N < G ein Normalteiler. Dann gibt es genau eine
Verknipfung o auf der Menge G/N mit den Figenschaften:

a) (G/N,o) ist eine kommutative Gruppe.

b) Die Abbildung 7w : G — G/N,a + aN ist ein Gruppenepimorphismus mit Kern N
und heiffit der kanonische Morphismus zu N.

Beweis. [111, S. 48], [4, S. 35]

a) Seien a,b € G und N < G ein Normalteiler. Wir definieren die Verkniipfung o
durch (aN) o (bN) := (ab)N und miissen zeigen, dass sie unabhingig von der
Wahl der Reprasentanten ist. Seien o/, € G mit aN = a/N,bN = V' N, also
a~ta/, b~ € N. Dann gibt es z,y € N, sodass zb' = b'y. Wir setzen z = a~'d/,
sodass gilt

(ab) "1ty = b la T a't = b7 tab = bWy € N.
Damit haben wir die Wohldefiniertheit gezeigt. Die Verkniipfung ist assoziativ, da

((@N) o (bN)) o (¢N) = ((ab)N) o (¢N) = ((ab)c) o N.



b) Die Abbildung ist ein Homomorphismus, da fir a,b € G gilt
m(ab) = abN = (aN)(bN) = 7(a)7n(b)

und daher ist die Verkniipfung eindeutig bestimmt. Jedes aN € G/N ist ein Bild
von 7(a) und deswegen ist die Abbildung auch surjektiv und es gilt wegen a €
kerm < N =7(a) =aN < a € N auch kerm = N.

O]

Das neutrale Element von G/N ist N und das Inverse von aN ist a !N,

G/N heiit die Faktorgruppe von G nach N.

Die Verkniipfung in G/N wird héufig genauso genannt wie in G. So wird die Addition
beispielsweise beschrieben durch (a + N) 4+ (b+ N) = (a +b) + N.

Satz 9 (Homomorphiesatz). Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, N < G
ein Normalteiler mit N C ker . Sei weiter 7 : G — G /N der kanonische Gruppenepi-
morphismus. Dann gibt es genau eine Abbildung ¢ : G/N — H mit ¢ = ¢ o, die das
folgende Diagramm erfillt:

Ay

G/N

P(G/N) = »(G),

p ist ein Gruppenhomomorphismus und es gilt: ker ¢ = 7(ker ©).

Beweis. ¢ ist eindeutig bestimmt, da aus ¢ = ¢ o7 fir alle a € G folgt p(aN) =
2(n(a)) = pla).

@ ist wohldefiniert, weil aus ¢(aN) = p(a) fiir alle Elemente a,b € G mit aN = bN folgt
b~la € N C kerp. Also ist ey = p(b~ta) = p(b)~! - ¢(a) und daher p(a) = ¢(b).

Die Abbildung ist ein Homomorphismus wegen

P((aN)(bN) = ¢((ab)N) = p(ab) = p(a)p(b) = ¢(aN)p(bN).

Die Behauptungen ¢(G/N) = ¢(G) und ker ¢ = m(ker ¢) folgen aus der Definition von
@ und der Surjektivitdt von . O

Aus dem Homomorphiesatz folgt

Korollar 10 (1. Isomorphiesatz). Seien ¢, 7, ¢ definiert wie im Homomorphiesatz@
dann gilt:



o @ ist bijektiv genau dann, wenn N = ker .
o Ist ¢ surjektiv, dann gilt H = G/ ker ¢.

Beweis. Aus N = ker ¢ folgt, dass ¢ injektiv ist. Die Surjektivitat folgt aus ¢(G/N) =
»(G), damit ist ¢ ein Gruppenisomorphismus. O

Der zweite Isomorphiesatz ist fiir diese Arbeit nicht relevant, daher springen wir direkt
zu

Satz 11 (3. Isomorphiesatz). Sei G Gruppe und N < G,M < G Normalteiler mit
N C M. Dann gilt:

e N M <G und M/N < G/N

o Der Gruppenhomomorphismus ¢ : (G/N)/(M/N) — G/M,(aN)(M/N) — aM
ist ein Isomorphismus.

Beweis. Wir stellen den Zusammenhang erneut mit einem Diagramm dar, wobei 7 bzw.
o die kanonischen Gruppenepimorphismen zu N bzw. M sind:

g

G

G/M

Qi

G/N

Nach dem Homomorphiesatz ist 6(aN) = aM und wegen der Surjektivitdt der beiden
Abbildungen gilt kerm = N und kero = M D N. Aus kero = (kero)/N = M/N folgt
daher sofort M /N <1 G/N. Wenden wir nun erneut den Homomorphisatz gemeinsam mit
dem 1. Isomorphisatz an erhalten wir den behaupteten Isomorphismus (G/N)/(M/N) —
G/M. O

2.2 Ring

Definition 12. Ein Ring (R, +, ) ist eine Menge R zusammen mit zwei Verkniipfungen
-+ und -, die folgende Bedingungen erfiillen:

(R1) (R,+,0) ist eine kommutative Gruppe.

(R2) (R,-) ist assoziativ, man sagt auch (R, ) ist Halbgruppe und hat ein Einselement
1.

(R3) Es gelten die Distributivgesetze, d.h. fiir alle a,b,c € R ist
a-(b+c)=a-b+a-cund (b+c)-a=b-a+c-a.



Ein Ring heiit kommutativ, wenn die Multiplikation die Regel

a-b=2"b-a fir alle a,b € R erfiillt.

Ist das Einselement des Rings R zusétzlich ungleich 0, so heilit R kommutativer Ring
mit Finselement.

In einem Ring mit Einselement gilt fiir alle Elemente a € R:

Weitere algebraische Eigenschaften von Ringen sind:

Bemerkung 13. Sei R ein Ring mit Nullelement 0, dann gilt fiir alle a,b € R:
e a0=0a=0
o (—a)b=a(-b) = —(ad)
o (—a)(—b) =ab

Beweis.

e a0=0a(0+0)=a0+a0 |—a0
0=1a0
analog fiir 0a = 0

o ab+ (—a)b=(a+(—a))b=0b=0
Aus der Eindeutigkeit des Inversen folgt wegen ab+ —(ab) = 0 sofort (ab) = (—a)b.
analog fir —(ab) = a(—b)
 ab=—~(~(ab) = ~(a(~b)) = (~a)(~D)
O

Analog zu Abbildungen in Gruppen gibt es in Ringen Ringhomomorphismen und
alle weiteren in Definition [2| gegebenen Bezeichnungen, wie Monomorphismus, Epimor-
phismus, Isomorphismus und Kern, die von den Eigenschaften der jeweiligen Abbildung
abhéngen.

Definition 14. Seien R ein Ring und S eine Teilmenge von R (S C R). Dann heifit S
Unterring von R, wenn gilt:

(UR1) S ist abgeschlossen beziiglich der Addition und der Multiplikation, also fiir
a,be Sistaucha+be Sunda-besS.

(UR2) S mit den von R vererbten Verkniipfungen + und - ist wieder ein Ring.

Fiir die Untersuchung in der Praxis wird analog zur Untersuchung von Untergruppen
eine Bemerkung verwendet:

Bemerkung 15. Eine Teilmenge S C R ist genau dann Unterring, wenn folgendes gilt:



(a) S#0
(b) a,be S=a—-beSunda-beS

Beweis. Aus dem analogen Kriterium fiir Untergruppen, siehe Bemerkung [4, folgt der
Beweis sofort. O

Beispiel 16.

o (Z,+,-) ist ein Unterring von (Q, +,-).

o (Q,+,-) ist ein Unterring von (C,+, ).
Definition 17. Sei (R, +, ) ein kommutativer Ring.

e Die Elemente des Rings a, b heilen Nullteiler, wenn gilt ab = 0.
R heiit nullteilerfrei, wenn es keine Nullteiler aufler 0 gibt, also wenn aus ab =0
sofort a = 0 oder b = 0 folgt.

o Besitzt der Ring R ein Einselement ungleich 0 und ist zusétzlich nullteilerfrei, so
heifit R Integritdatsbereich.
2.2.1 Korper

Definition 18. Eine Menge K zusammen mit den beiden Verkniipfungen + und - heif3t
Korper (K, +,-), wenn folgende Bedingungen fir alle Elemente a,b,c € K erfiillt wer-
den:

(K1) (K, +,-) ist ein Ring mit Einselement.
(K2) (K \ {0},-) ist eine kommutative Gruppe.
(K3) Es gilt das Distributivgesetz: a-(b+c¢)=a-b+a-c.

Anders gesagt miissen (K, +,0) und (K \ {0}, -, 1) kommutative Gruppen mit Null- bzw.
Einselement sein und zusétzlich das Distributivgesetz fiir die Kombination der beiden
Operationen erfiillt werden.

Ein Integritatsbereich ist genau dann ein Koérper, wenn ein inverses Element der Multi-
plikation existiert.

Ein Koérper, in dem die Multiplikation nicht kommutativ ist, heifit Schiefkorper.

In einem Korper gelten die folgenden algebraischen Gesetze:
Bemerkung 19. Sei K ein Korper und enthélt a,b € K, dann gilt:
e (ab)t=a"1p!

e (~a)t =



Beweis.

e (ab)-(a'b ) =aba b t=aa b l=1-1=1
Aus der Eindeutigkeit des Inversen folgt aus (ab) - (ab)™' = 1 sofort (ab)~! =
a~tv7L.

¢ (~a) = (D)) = (~1) o]
Da (—1)7!-(=1) = 1 und daher (—1)~! = —1, folgt (—a)~! = —a~!.

O]

Auch fiir Abbildungen zwischen Korpern gelten die in Definition [2 gegebenen Bezeich-
nungen.

Definition 20. Fiir den Kérper (K, +,-) und die in K enthaltene Teilmenge J (J C K)
heifit J genau dann Unterkorper von K, wenn J mit den vererbten Verkniipfungen +
und - selbst ein Korper ist.

Beispiel 21.
o (R,+,") ist ein Unterkorper von (C,+, ).

e Q[i] :={a+1ib: a,b € Q} ist ein Unterkérper von C mit dem inversen Element
C ) (a‘f’ib)il = #11)2 — 1#11)2 S Q[l]

e Qw]:={a+wb:a,be Q} ist ein Unterkérper von C mit dem inversen Element
C3(a+wh)™ = s —wotbrp c Q]

2.2.2 Teilbarkeit in Integritatsbereichen

Ein wesentlicher Teil dieser Arbeit wird dem Erarbeiten der Teilbarkeit im Ring der
Eisensteinzahlen gewidmet. Daher ist eine genaue Betrachtung der Teilbarkeit in Inte-
gritdtsbereichen notwendig, um die darin kennengelernten Grundsitze und Begriffe auf
den Ring der Eisensteinzahlen iibertragen zu kénnen.

Sei fiir die folgenden Behauptungen R immer ein Integritdtsbereich, also ein nullteiler-
freier, kommutativer Ring mit Einselement.

Definition 22. Seien a,b,e € R.

o a heifit Teiler von b, falls es ein ¢ € R gibt, sodass a - ¢ = b. Man schreibt a | b. b
heiit Vielfaches von a.

e ¢ heiit Finheit von R, falls es ein Inverses beziiglich der Multiplikation besitzt,
also falls gilt: ee™! = e~le = 1. Analog gilt: e | 1

o Die Elemente a, b heiflen assoziiert, wenn gilt a | b und b | a. Man schreibt a ~ b.

2mi
2w bezeichnet die primitive, dritte Einheitswurzel mit w = e’ .
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Es ist schnell gezeigt, dass die Relation ~ eine Aquivalenzrelation ist [9].

Bemerkung 23. Die Menge R* aller Einheiten in einem Ring R mit Einselement bildet
eine kommutative Gruppe beziiglich der Multiplikation, die Einheitengruppe von R.

Beweis. Fiir a,b € R* gibt es a™!,b7! € R, sodass aa™! = a7 'a = 1 € R* also ist das
Inverse a~! € R* und wegen (ab)(b"1a™!) =1 = (b71a"1)(ab) mit (ab)~! = b~ta ! ist
auch das Produkt a - b € R*. O

Lemma 24 (Rechenregeln fiir Teilerbarkeit). Fir alle Elemente a;,b;,c; € R,e € R*
gilt:

(i) a|a,a]0,1]a
(7i)) 0 |la=a=0
(iii) a |bAb|c=a|c ( %7 ist transitiv.)
(tv) a|bAc|d= ac|bd
(v) Es ist e € R* genau dann, wenn e alle a € R\ {0} teilt.
(vi) Falls c € R\ {0}, dann gilt: a | b < ac | bc.
(vit) a ist genau dann assoziiert zu b, wenn a = eb mit e € R*.

(viii) Falls a | by, a|by ... a| by, dann gilt fir alle c¢1,co,...;c, € R:a | (c1by + coba +
et Cnby).

Beweis. [4, S. 206f],[S. 5f][9],[S. 86f][10]

(i) R ist Integritatsbereich und hat daher ein Einselement 1. Aus 1-a = a-1 = a folgt
sofort 1 | a und a | a. Aus 0-a = 0 folgt sofort a | 0.

(ii) Gilt 0] a, so ist 0z = a. Aus 0 -z = 0 folgt sofort a = 0.

(iii) Seia-z =bund b-y = c. Dann folgt aus a - x - y = ¢ sofort a | c.

(iv) Seia-xz =bund ¢y = d. Dann folgt aus b-d = az - cy = ac - (zy) sofort ac | bd.
)

(v) “«<=:” Wenn e alle @ € R\ {0} teilt, dann gilt auch e | 1 und damit ist nach
Definition der Einheiten e € R*.
“=:" Ist e eine Einheit, so gilt ee™! = 1 und daher e | 1. Nach (i) gilt auch 1 | e
und daher ist e ~ 1. Fiir alle a € R\ {0} gilt wegen (i) 1 | @ und daraus folgt e | a.

(vi) “=:” Sei a-x =b. Dann folgt aus a-x-c=a-c-z =b-c sofort ac | be.
“«:" Sei ac-x = be. Dann folgt aus ac-x- ¢! 1
sofort a | b.

—a-z-ccl=a-xz-1=bc-c1=0

(vii) Aus a = eb folgt b | a. Aus a =1-a = ee"'a = eb folgt mithilfe der Kiirzungsregel
sofort a | b und daher a ~ b.
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(viii) Sei fiir alle b; = a - ;. Dann ist b; - ¢; = a - x; - ¢;. Aus

arici + arscs + ... + axpcy, = bicy + baco + ... + byey
a-(zic1 4+ xaco + ... + Tpepn) = bier + baca + ... + bpeyp

folgt a(bycy + bacs + ... + bpey).

Definition 25. Seien a,b,c,e € R mit a ¢ R*,a # 0,e € R*.

o Das Element a heifit echter Teiler von b, falls a | b und a # e - b fiir alle e € R*.
Die Elemente a und e € R* heiflen die trivialen Teiler von a.

e a heiflt unzerlegbar oder irreduzibel, falls a keinen echten Teiler besitzt, also
wenn gilt: a=b-c=be€ R*Vce R".

o Das Element a heifit prim, falls gilt: a | bc = a|bVa | c.
Bemerkung 26. Jedes Primelement in R ist irreduzibel.

Beweis. Sei p prim und p = ab.
Aus der Definition folgt sofort p | a V p | b.
Gelte 0.B.d.A. p | a, sodass a = ¢- p mit ¢ € R.
Dann gilt weiter: p=a-b=c-p-b= (c-b)-p und somit muss b € R* gelten.
O

Diese Bemerkung hat im spéteren Verlauf eine zentrale Relevanz. Einerseits werden
Ringe besprochen, in denen auch die Umkehrung: “Jedes irreduzible Element ist ein
Primelement,” gilt. Andererseits wird die Bedeutung des Unterschieds der Begriffe ir-
reduzibel und prim in Bezug auf alle Unterkorper der Menge der komplexen Zahlen C
ndher untersucht.

Definition 27. Ein Element x € R heifit gemeinsamer Teiler von a und b, a,b € R,
wenn gilt: = | @ und z | b.
a und b heilen teilerfremd, wenn sie keine gemeinsamen, echten Teiler besitzen.

Definition 28. Ein Element d € R heiit grofiter gemeinsamer Teiler (oder kurz
ggT) einer Teilmenge M C R, M # (), wenn gilt:

o d|afirjedesa e M
o d'|afirjedesac M =d|d

Ubliche Notationen fiir den groften gemeinsamen Teiler sind ggT'(a,b) = d oder noch
kiirzer (a,b) = d.

Bemerkung 29. Der gg7 ist bis auf Assoziiertheit eindeutig bestimmt.
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Beweis. Sei d € R der grofite gemeinsame Teiler der Teilmenge M C R, M # () und
d" € R ein weiterer ggT' dieser Menge M. Dann gilt wegen obiger Definition d’' | d und
d | d' und daher ist d ~ d'. O

Einige wichtige Eigenschaften des grofiten gemeinsamen Teilers werden notiert im fol-
genden

Lemma 30. Seien alle a;, b;,c; € R und keine Finheiten. Dann gelten die folgenden
Bedingungen.:

(i) Haben je zwei Elemente einer endlichen Menge M = {aq,...,a,} einen ggT', so hat
hat die Menge M einen ggT = d, das heifit d | a; firl1 <i<nundd |a=d |d.

(it) ((a,b),c) ~ (a, (b, c))

(iii) c(a,b) ~ (ca, cb)

(iv) Aus (a,b) =1 und (a,¢) =1 folgt (a,bc) = 1.
Beweis. [10, S. 1441

(i) Seid; = (a1,a2),d2 = (d1,a3),...,d = d, = (dy—1, a,). Dann folgt aus der Definition
sofort, dass d der grofite gemeinsame Teiler aller a; ist.

(ii) Beide Ausdriicke entsprechen dem gg7'(a,b,c).
(iii) Seien (a,b) = d und (ca,cb) = f. Dann gilt sicher ¢d | f. Deshalb ist f = cd-e,e €

R*. Daraus folgt auch, dass a = d-e-z,z € R mit - f = ¢. Aus der analogen
Ausfithrung fiir b ergibt sich: de | a,de | b, de | d, also (ca, cb) ~ cd ~ ¢(a,b).

(iv) Aus (a,b) = 1, (a,ac) ~ a und (iii) folgt, dass (ac,bc) ~ c. Daraus ergibt sich
weiter:

1~ (a,c) ~ (a,(ac,bc)) ~ ((a,ac),bc) ~ (a,bc).
O

Definition 31. Sei R ein Integritdtsbereich und seien alle d; € R. Dann heif§it die Folge
(di,...,dn,...),n € N Teilerkette, wenn fiir alle d; gilt:

di-‘,—l ‘ d;.

In einem Integritétsbereich R gilt der Teilerkettensatz, wenn jede Teilerkette statio-
ndr wird, das heiflit es gibt ein letztes Element der Teilerkette ng € N, sodass d,, ~ dn11
fir alle n > ng [4, S. 209].

In manchen Lehrbiichern ist eine etwas andere Formulierung des Teilerkettensatzes zu
finden, indem es heifit: In R gilt der Teilerkettensatz, wenn es keine aufsteigende Kette
von Teilern fiir alle Elemente a € R gibt.

13



2.2.3 Ideale

Die Entwicklung von Mengen mit “idealen Zahlen” war der Anreiz der Entstehung der
Ideale. Sie sollen innerhalb der Ringtheorie die Anwendung der Teilbarkeit vereinfachen.
Dabei sind Ideale in der Ringtheorie das Analogon zu Normalteilern und ebenfalls zu
Faktorgruppen in der Gruppentheorie.

Definition 32. Sei R ein Ring und I C R eine Teilmenge von R.

(I1) Eine additive Untergruppe I von R, also I < (R, +0), heifit genau dann ein Ideal
von R, wenn a + b € I und ra € I fiir alle a,b € I und r € R.

(I2) Das Ideal I eines Rings R heifit das von a erzeugte Hauptideal, falls es ein a € R
gibt, sodass: I = (a) := Ra := {ra:r € R}.

(I3) I # R heifit auBerdem Primideal von R, falls aus a-b € I folgt: a € I oder b € I.

(I4) I heiBt maximales Ideal von R, wenn fiir jedes Ideal A C R mit I C A sofort
I = A oder A = R folgt.

Die Ideale (0) und (1) = R heilen triviale Ideale von R.
Jedes Ideal ist nach dieser Definition auch ein Unterring von R, aber nicht umgekehrt.

Beispiel 33.

e Die geraden Zahlen bilden ein Ideal von Z. Sie sind sogar ein Hauptideal, da sie
aus der Ziffer 2 gebildet werden konnen: (2) = {2z : x € Z}.

o Jedes von einer Primzahl erzeugte Hauptideal in Z ist ein Primideal und sogar ein
maximales Ideal.

Lemma 34 (Rechenregeln fiir Ideale). Sei R ein Ring und seien I,J, K Ideale von R,
dann gilt:

(i) Sei (M) die Schnittmenge aller Ideale von R, die die Teilmenge M C R enthalten.
Dann ist (M) ebenfalls ein Ideal von R und heifst das von M erzeugte Ideal. Ist
M selbst ein Ideal von R, so gilt M = (M).

(ii) Sei K = (I UJ) =: I+ J, das heifit fir jedes Element k € K gilt k = a + b fir
gewisse a € I und b € J. Dann ist K ein Ideal von R und ist das kleinste Ideal,
das I und J enthdlt.

(iii) Sei K =1J =: (ab) mit a € I,b € J. Dann ist K ein Ideal von R.

(iv) “Aufsteigende Kette von Idealen”: Seien Iy, I, ... Ideale von R mit Iy C Iy C - - -,
dann gilt: \J1; mit j € N ist ein Ideal von R.

(v) Seien a,b € R. Dann teilt a das Element b genau dann, wenn (b) C (a). Es gilt
(a) = (b) genau dann, wenn a ~ b.
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(vi) Es ist e € R* genau dann, wenn (e) = R gilt.
Beweis. [4, S. 184, S. 192][I0, S. 101f][TT, S. 203]

(i)

(ii)
(iii)

Sofort aus der Definition folgt der erste Teil der Aussage: Die Schnittmenge von
Idealen ist wieder ein Ideal in R.
Sei M = {ay,as,...,an},n € N und (M) eben jene Schnittmenge, also
(M):= (] I
MCICR

wobei I ein Ideal von R ist, also es gilt a +b € I,ra € [ fir alle a,b € I,r € R.
Wir wollen zeigen, dass gilt

ze(M)sx= Z ra.
aeM,reR

Das heifit (M) ist die Menge aller endlicher Linearkombinationen von Elementen
aus M und weiter das kleinste M enthaltende Ideal.

“=" Nach Definition [32 muss gelten
(M) = (a1, ...,an)
= Z i
aiEM,’I‘iER
= Jjedes M > x; = Z ra;: T € R.
a; €M
Lt<:77
x= > ra;=azc (M),
a;EMr;€ER
daaiEMQ(M):naiE(M)j Z TiaiE(M)
aiGM,n-GR

folgt direkt aus (i)

Aus der Definition folgt direkt, dass K ein Ideal von R ist, das gleichzusetzen ist
mit der Menge aller Elemente der Form a1b; + asbs + ... + ammb,, mit a; € I und
b, € J.

Zu zeigen ist, dass die Vereinigung dieser aufsteigenden Kette von Idealen selbst
ein Ideal ist. Dazu geniigt es zu zeigen, dass |JI; abgeschlossen beziiglich der
Subtraktion und der beidseitigen Multiplikation mit beliebigen Elementen von R
ist.

Subtraktion: Sei a,b € (JI;. Dann ist a € [; fir ein j und b € I fir ein k.
Sei 0.B.d.A. k > j, dann muss a ebenfalls in I} liegen, da I; C Ij. Daher gilt
a—>bée .

Multiplikation: Es gilt sicher auch ra und ar € I; fir ein r € R. Somit muss
a—>beJI; und ra,ar € Y1 fir alle a,b € |JI;,r € R gelten.
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(v) Daa|b gilt b € Ra. Wegen (b) = Rb folgt daher sofort Rb C Ra = (a).
(vi) Aus|24|und (v) folgt die Behauptung sofort.
O

Satz 35. Sei R kommutativer Ring # (). R ist ein Korper genau dann, wenn die einzigen
Ideale in R die trivialen Ideale (1) und (0) sind.

Beweis. [10, S. 102]

“=7: Sei R kommutativer Ring # 0. Seien (0) und R die einzigen Ideale in R. Fiir ein
Element 0 # a € R ist das Ideal (a) # (0) und daher (a) = R. Dann existiert ein
r € R, sodass 1 € (a) = ar und damit muss R ein Korper sein, indem ein zu a
inverses Element r € R existiert, sodass ar = 1.

“«<=": Sei R ein Schiefkorper, also ein Kérper ohne Kommutativitdt der Multiplikation.
Sei I ein Ideal in R. Wenn I ein Element a # 0 enthilt, dann enthélt das Ideal
auch R 3 aa~! = 1. Das einzige Ideal, das 1 enthilt ist R und damit ist I = R.

O
Lemma 36. Seien R,S Ringe und ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus. Dann gilt:
a) Ist J C S ein Ideal, dann ist p~1(J) ein Ideal von R.
b) Ist ¢ surjektiv und ist I C R ein Ideal, dann ist p(I) ein Ideal von S.
Beweis. [4, S. 177]

a) Nach dem Kriterium fiir Gruppen, Lemma |§| ist o~1(.J) eine Untergruppe von R.
Sei a € ¢71(J) und r € R und damit o(a) € J, so folgen

o(ra) = @(r)p(a) € J =ra € tp*l(J) und  @(ar) = p(a)p(r) € J = ar € gofl(J),
also ist J ein Ideal von R.

b) ¢(I) ist nach Lemma [ eine Untergruppe. Sei b € ¢(I) und s € S, dann gibt es ein
a € I und ein r € R, sodass b = ¢(a) und s = ¢(r). Daher ist sb = p(ra) € ¢(I)
und ebenso bs € ¢(I).

O]

Definition 37. Ein Integritdtsbereich R, in dem jedes Ideal ein Hauptideal ist, heifit
Hauptidealring.

Nach dieser Definition gilt jedenfalls: Jeder Korper ist ein Hauptidealring [11], S. 213].
Fiir jeden kommutativen Integritdtsbereich R kann mithilfe dieser Rechenregeln zu Idea-
len noch einiges iiber die Teilbarkeit in R formuliert werden:
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Beispiel 38 (Teilbarkeit und Ideale). Die Menge R* ist multiplikative Gruppe von
R und damit gilt die Kiirzungsregel. Fiir die Elemente a,b,c € R mit den von ihnen
erzeugten Hauptidealen (a), (b) gilt:

b|la< (b) D(a), weil

(b) C (a) @ a € (b) < a=be.

Die Elemente a und b sind in R* assoziiert genau dann, wenn b | @ und a | b gilt. Dies
gilt wiederum nur, wenn (b) O (a) und (a) D (b), also nur wenn (a) = (b).

a kann also nur dann ein echtes Vielfaches von b sein, wenn (a) 2 (b)

Dieses Beispiel fiithrt uns direkt zur folgenden wichtigen Feststellung. Aus Definition
und dem Teilerkettensatz in Integritdtsbereichen lasst sich fiir Hauptideale festhalten:

Satz 39 (Teilerkettensatz fiir Hauptidealringe). In jedem Hauptidealring gilt der Tei-
lerkettensatz.

Beweis. Sei R Hauptidealring und alle (a;),7 € N Ideale von R.
Angenommen es gibt eine Teilerkette in R, sodass:

(ao) C (a1) C (a2) C ...,

dann ist ihre Vereinigungsmenge J(a;) nach (i), Satz |34 ein Ideal in R, mit (J(a;) = (d)
fir manche d € R. Es ist auch d € (a;) fiir ein 7 und daher (d) C (a;). Fir m,n € N
und i < m < n muss daher gelten (a,,) D (an) D U(a;) = (d) D (an,) und dies fihrt zu
(an) ~ (ap41) fiir alle n > 4. O

Eine dquivalente Formulierung fiir den Teilerkettensatz in Hauptidealen ist: Der Integri-
tatsbereich R enthélt keine unendlich aufsteigende Kette von Hauptidealen [4, S. 210][10,
S. 142].

Definition 40. Sei R Ring und I ein Ideal in R. Dann heifit » € R kongruent zu
r',(r=1"), wenn r —r' € I.

Weiter heit R/I = {r + 1 : r € R} der Faktorring oder Restklassenring von R
modulo I, wobei Addition und Multiplikation fir z,y € R wie folgt definiert sind:

(1) (z+D+w+1):=(x+y)+TIund
2) (w+1)-(y+1):=ay+1,
wobei (z+1I):={x+a:acl}.

Die Wohldefiniertheit der Addition folgt direkt aus dem bereits gezeigten Kriterium fiir
Faktorgruppen [§ Um die Wohldefiniertheit der Multiplikation zu beweisen, miissen wir
zeigen, dass sie unabhéngig von der Wahl der Repréasentanten ist:

Beweis. Seien x,y,x’,y € Rund I ein Ideal von R. Gelte z +I =2’ +I,y+ 1 =19 +1,
also 2’ = x 4+ a und ¢y = y + b fiir a,b € I. Dann folgt aus

2y —zy=(+a)ly+db) —axy=ay+ab+abe I’y + I =ay+1
die Wohldefiniertheit. O
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Wir iibertragen das Assoziativgesetz und das Distributivgesetz direkt von R auf R/I
und haben damit gezeigt, dass R/I ein Ring ist.

Fiir den Faktorring R/I gilt: I ist das neutrale Element der Addition und (1 4 I) das
FEinselement.

Ist der Restklassenring R/I ein Korper, so heiit er Restklassenkdorper.

Lemma 41. Sei R Ring und I ein Ideal von R. Die Abbildungm: R — R/I,r > r+1 mit
r € R ist ein Ringepimorphismus mit kerm = I und heifit der kanonische Morphismus
zu 1.

Beweis. Wir haben bereits gezeigt, dass R/I ein Ring ist. Wie fiir die Faktorgruppen,
Lemma [§] folgt die Behauptung. O

Direkt aus der Gruppentheorie lassen sich der Homomorphiesatz und die Isomorphiesétze
iibertragen, wobei wir den Begriff des Normalteilers durch jenen des Ideals ersetzen.

Satz 42 (Homomorphiesatz). Sei ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus, I C R ein Ideal
von R mit I C ker ¢. Sei weiter m: R — R/I der kanonische Ringepimorphismus. Dann
gibt es genau eine Abbildung ¢ : R/I — S mit ¢ = ¢ o7, das heifit die das folgende
Diagramm erfillt:

i

R/I

P(R/T) = o(R),

@ st ein Ringhomomorphismus und es gilt: ker @ — (ker ).

Korollar 43 (1. Isomorphiesatz). Seien ¢, m, ¢ definiert wie im Homomorphiesatz
dann gilt:

e st bijektiv genau dann, wenn I = ker .
o Ist p surjektiv, dann gilt S = R/ ker ¢.

Satz 44 (3. Isomorphiesatz). Sei R Ring und I C R,J C R Ideale mit I C J. Dann
gilt:

o J/I ist ein Ideal von R/I.

o Der Ringhomomorphismus ¢ : (R/I)/(J/I) = R/J,(r + I)(J/I) — r+ J ist ein
Isomorphismus.
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An dieser Stelle wollen wir einige interessante Zusammenhénge aus dem Vorangegange-
nen festhalten und halten uns dabei an die Quellen [2, S.37{][4, S. 198f][10, S. 104][1T],
S. 193f]:

Proposition 45. Seien R ein kommutativer Ring mit Einselement und I ein Ideal von
R. Es gelten:

(i) I ist ein Primideal. < R/I ist ein Integrititsbereich.
(7i) I ist mazimal. < R/I ist ein (Restklassen-) Korper.
(iii) I ist maximal. = I ist Primideal.

Bewess.

(i) “=7” Sei I Primideal von R und a,b € R. Dann gilt im Restklassenring R/I:
(a+I)b+1)=ab+1=1. Aus ab € I folgt, dass a oder b ein Element von
I sein miissen. Daraus folgt sofort a + 1 =1 oder b+ 1 = 1.

“<" Sei R/I nullteilerfrei und sei ab € I. Dann gilt wegen (a +I)(b+ 1) =041
sofort a € I oder b € I.

(ii) Sei I ein maximales Ideal. Dann gilt fiir jedes weitere Ideal J € Rmit I C J C R
sofort J = I oder J = R. Aus dem 3. Isomorphiesatz [44] folgt sofort, dass es in
R/I nur die trivialen Ideale gibt und damit ist nach Satz[35 R/I ein Kérper.

(iii) Sei I maximal. Dann ist R/I ein Korper und daher nullteilerfrei. Daraus folgt
sofort I ist ein Primideal von R.

O]

Mithilfe der Idealtheorie die Begriffe irreduzibel und prim aus Definition ebenfalls
unterschieden werden [4, S. 207][L1, S. 203]:

Proposition 46. Sei R ein Integrititsbereich und 0 # p € R, p ¢ R*. Dann gilt:
o p ist irreduzibel genau dann, wenn (p) C R mazximal unter allen Hauptidealen ist.
o p ist prim genau dann, wenn (p) C R ein Primideal ist.

Beweis. Fiir den Beweis dieser Aussage erinnern wir uns an die Rechenregeln fiir Ideale
(v) und (vi) aus Lemma [34]

o “=":Sei p irreduzibel und (p) C (a) € R fiir ein @ € R, also p = ar mit r € R. Da
p irreduzibel und a ¢ R* sind, muss r € R* gelten und daher a ~ p, also (a) = (p).
“«<": Sei (p) ein maximales Hauptideal und p = ab mit a ¢ R*. Dann folgt (p) =
(a), also a = ¢p fir ein ¢ € R. Aus p = ab = (cp)b = (cb)p folgt b € R*, also ist p
irreduzibel.
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o “=7": Sei p prim und ab € (p) = Rp. Dann gilt p | ab, also p | a oder p | b. Daher
gilt a € (p) oder b € (p). Weil (p) # R ist (p) ein Primideal.
“<": Sei (p) ein Primideal und p | ab. Dann ist ab € (p), also a € (p) oder b € (p).
Daher gilt p | a oder p | b und daher ist p prim.

O

Lemma 47 (Lemma von Bezout). Fir alle Elemente a,b eines Hauptidealrings R gibt
es x,y € R, sodass ggT(a,b) = xa + yb.

Beweis. Sei I = (a,b) das von den Elementen erzeugte Ideal. Da R ein Hauptidealring
ist, ist I ein Hauptideal. Daher gibt es ein Element d € R mit I = (d). Aus (a) C I = (d)
bzw. (b) C I = (d) folgt, dass d ein gemeinsamer Teiler von a und b ist. Sei nun d’ ein
weiterer gemeinsamer Teiler von a und b. Dann gilt (d) = I C (e) und daher e | d. Daher
ist d = g¢gT'(a,b) und wegen d € I = (a,b) kann der gg7 mithilfe von x,y € R dargestellt
werden. O

Ein Spezialfalls des Lemmas von Bézout liegt fiir teilerfremde a, b mit gg7'(a,b) = 1 vor,
da hieraus sofort die Gleichung 1 = xa+yb folgt. Insbesondere gilt auch die Umkehrung;:
Gibt es z,y € R fiir teilerfremde a,b € R, sodass 1 = xza + yb, dann gilt gg7T'(a,b) = 1.
Der Beweis fiir teilerfremde a, b folgt aus I = (a,b) = R.

Aus den vorangegangenen Zusammenhéngen ergeben sich zwei duflerst bedeutende Re-
sultate, ndmlich

Korollar 48. In einem Hauptidealring ist jedes irreduzible Element prim.

Beweis. Nach Bemerkung gilt, dass jedes irreduzible Element prim ist. In Haupt-
idealen ist jedes Ideal ein Hauptideal, daher gilt nach Proposition flir ein Element
0#peR, pé¢ R*: pist irreduzibel < (p) ist maximal < (p) ist prim < p ist prim. O

FEin Beweis fiir dieselbe Behauptung ohne Zuhilfenahme der Idealtheorie kann beispiels-
weise bei Scheid und Frommer [I4] S. 90f] nachgelesen werden.

Korollar 49. Je zwei irreduzible Elemente sind assoziiert oder teilerfremd.

Beweis. Sei R Hauptidealring, « € R und p € R irreduzibel. Wir wollen zeigen, dass
gilt: p | a oder p und a sind teilerfremd.

Angenommen p und a sind nicht teilerfremd, dann gibt es einen gemeinsamen Teiler
x € R, sodass z |pund z | a. Aus z | p und x ¢ R* folgt x ~ p, also auch p | a. O

2.3 Zusammenhang: Hauptidealringe - faktorielle Ringe - euklidische
Ringe

Es wurden nun die wichtigsten Grundlagen der Zahlentheorie erlautert. Im Weiteren
werden die Strukturen Hauptidealring und faktorieller Ring mit einer weiteren wichtigen
Ringdefinition, dem euklidischen Ring, in Zusammenhang gebracht.
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Definition 50. Ein Integrititsbereich R heifit euklidisch, falls eine Abbildung ¢ : R —
N existiert, sodass gilt:

(i) 6(0) =0
(ii) d(xy) > 6(z) fir 0 £ z,y € R
(iii) Fiir a,b € R mit b # 0 gibt es ¢,r € R, sodass a = gb+ r und 6(r) < d(b).

Nachfolgend werden die anschaulichen Darstellungen der Zusammenhénge von Fischer
[4, S. 214f] und Jacobson [10, S. 140f] beriicksichtigt.

Definition 51. Ein Integritdtsbereich R heifit faktoriell, wenn jedes Element 0 #
a € R,a ¢ R* eine multiplikative Zerlegung in irreduzible Elemente besitzt und diese
Zerlegung ist bis auf die Reihenfolge und die Multiplikation mit Einheiten eindeutig.
Das heifit es gibt zu jedem a € R,a # 0,a ¢ R* die irreduziblen Elemente ¢, ..., ¢, € R,
sodass

a=4q1-q2 " qr

und diese Darstellung ist eindeutig.

Fiir die Untersuchung auf Faktorisierung in der Praxis wird die folgende Proposition
verwendet, die zugleich die Existenz der Primfaktorzerlegung in faktoriellen Ringen be-
weist:

Proposition 52 (Primfaktorzerlegung in faktoriellen Ringen). R ist faktoriell genau
dann, wenn die beiden folgenden Bedingungen (F1) und (F2) erfillt sind:

(F1) - Teilerkettenbedingung In R gilt der Teilerkettensatz.

(F2) - Primzahlbedingung Jedes irreduzible Element von R ist prim.
Beweis.

“«<” Wir zeigen, dass R faktoriell ist:

Existenz der Zerlegung
Die Existenz einer solchen Zerlegung in irreduzible Faktoren folgt aus der Teiler-
kettenbedingung. Sei a ¢ R*.
Falls a selbst irreduzibel ist, ist die Behauptung klar. Andernfalls sei a = a1b; und
a7 ein echter Teiler von a. Dann ist a; entweder selbst irreduzibel oder a; = asbs
und a9 ein echter Teiler von a;. Wir erhalten eine Kette von echten Teilern, bei der
jedes Element ein echter Teiler des vorangegangenen ist. Nach der Teilerkettenbe-
dingung endet dieser Prozess nach endlich vielen Schritten mit einem irreduziblen
Faktor a,, von a.
Damit kénnen wir a, = p; setzen und schreiben a = pjc;. Nun folgt dieselbe
Argumentation fiir eine Teilerkette von c¢1, wobei wir wieder nach endlich vielen
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Schritten einen irreduziblen Faktor ¢, von a erhalten. Wir setzen ¢,, = ps; und
erhalten eine Zerlegung von a in irreduzible Faktoren:

a = Pp1C1 = pP1p2C2 = -+ =pPi1pP2 * " Ps

und erhalten damit auch eine Teilerkette, da c¢; | a,...ci41 | ¢; und diese bricht ab.

Eindeutigkeit der Zerlegung

14 ”
=

(F1)

Die Eindeutigkeit der Zerlegung folgt aus der Primzahlbedingung mithilfe von
Induktion. Angenommen zu a gibt es zwei verschiedene Zerlegungen in irreduzible
Faktoren, sodass

a=pip2---Ps=qq2 - G- (1)
Falls s =1, so ist a = p; und damit ¢t = 1 und a = ¢y, also p1 = ¢1.
Falls s # 1, so ist nach der Primzahlbedingung das Element p; aus der Darstellung
prim. Dadurch folgt aus p | gig2 - - - g; sofort, dass p ein g; teilt. Durch Anderung
der Anordnung kénnen wir aus p; | ¢ schlieflen, dass p; assoziiert zu ¢; sein muss,
also g1 = p1e1, wobei e; eine Einheit ist.
Wir folgern aus :

b=py---ps=e1@2- - w=q ¢

Alle q} mit ¢ > 2 sind irreduzibel. Nach Induktionsvoraussetzung gilt s — 1 =
t — 1 und bis auf Unterschiede in der Anordnung der einzelnen Faktoren ist die
Darstellung der p; fiir ¢ = 2,..., s gezeigt. Nach dieser Voraussetzung muss auch
s =t gelten und p; ~ ¢; mit 1 <7 < s.

Wir zeigen, dass die Bedingungen (F1) und (F2) gelten:

Seia € R mit a = p1ps---ps, wobei die Elemente p; irreduzibel sind. Wir bezeichnen
mit Lénge(a) := s die Lange von a. Die Wohldefiniertheit der Lange ist durch die
Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung gegeben.

Gibt es fiir b,c € M und b, c ¢ R* ebenfalls eine solche Darstellung aus irreduziblen

Elementen .
u
b=[]#jc=T10k
j=1 k=1
mit Lange(b) = ¢, Lange(c) = u und gilt weiter a = bc, so ist

a=pip2 - - - Ps

= p1py - - PPIDS - Dy

Da die Zerlegung von a nach Definition eindeutig sein soll, kann dies nur erfiillt
sein, wenn jedes p; zu genau einem der p;»,p’,é assoziiert ist. Daher gilt s = ¢ +
u = Léange(a) = Lénge(b) + Lange(c). Es gilt sicher Lange(a) > 0, da b und ¢
keine Einheiten sind. Insbesondere ist b ein echter Teiler von a und daher gilt
Lénge(b) < Lénge(a). Ist die Folge (a1, ...a,) eine Teilerkette, das heifit fiir alle a;
gilt a; 41 | a;, dann ist die Lange der Kette sicher kleiner als Lénge(a,,) und endet
daher nach spétestens n Schritten.
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(F2)

Erinnerung: p ¢ R* heifft prim, wenn aus p | ab sofort p | a V p | b folgt, bezie-
hungsweise wenn aus p 1 a A p 1 b sofort p  ab folgt.

Sei p irreduzibel und p | ab.

Dann ist p keine Einheit. Falls 0.B.d.A. a eine Einheit ist, dann ist ab assoziiert zu
bund p | b.

Falls a und b keine Einheiten sind, miissen beide analog zu (1) dargestellt werden
konnen, sodass ab = pips - - - pspiph - - - P Da p | ab ist p assoziiert zu einem p;
oder einem p;. Damit gilt wieder p [ a Vv p|b.

O]

Bemerkung 53. Die Primzahlbedingung (F2) ldsst sich durch die sogenannte ggT-
Bedingung ersetzen [10, S. 144-146]:

(F2a) - ggT-Bedingung Je zwei Elemente von R haben einen grofiten gemeinsamen

Teiler.

Beweis. Um das Behauptete zu beweisen, benétigen wir die Definition 28 Wir miis-
sen zuerst beweisen, dass zwei Elemente eines faktoriellen Rings einen ggT haben, (der
bis auf Assoziiertheit eindeutig ist (1)). Im Anschluss miissen wir zeigen, dass die ggT-
Bedingung die Primzahlbedingung bedingt und daher ersetzen kann (2).

(1)

Seien a,b € R. Ist a € R*, dann ist a der ggT von a und b. Analoges gilt fiir
b € R*. Sind a,b ¢ R*, dann haben beide Elemente a und b nach [51] eine Zelegung
in irreduzible, nicht zueinander assoziierte Elemente p; € R, sodass

k kr l lr
a:eapll...pr b:ebpll...pr

mit e; € R*, k;, l; € N.

Wir bilden aus m; = max{k;,l;} das Element d := p{"*---p"r. d ist sicher ein
gemeinsamer Teiler von a und b.

Sei ¢ ein weiterer gemeinsamer Teiler von ¢ und b mit ¢ = eqpi' -- - psr, wobei
0 < s; < ki, l;. Dann sind die s; < m; und ¢ | d. Aus der Definition und der
FEindeutigkeit der Zerlegungen von a und b ergibt sich die Eindeutigkeit der k;,[;
und damit die Eindeutigkeit von d, dem gréfiten gemeinsamen Teiler von a und b.

Sei p € R irreduzibel. Angenommen p { a und p { b. Dann ist nach den Eigenschaf-
ten des ggT, Lemma (p,a) =1 = (p,b), woraus sofort (p,ab) = 1 folgt.

Es gilt also p 1 ab.

Aus p | ab muss daher p | a oder p | b folgen und p ist daher ein primes Element
von R.

d

Satz 54. Jeder Hauptidealring ist faktoriell.

23



Beweis. Nach Satz [39 gilt der Teilerkettensatz in jedem Hauptidealring und damit ist
die Bedingung (F1) erfiillt. Nach Korollar [48 gilt auch die Primzahlbedingung (F2) in
jedem Hauptidealring. O

Satz 55. Alle euklidischen Ringe sind Hauptidealringe.

Beweis. Sei I ein Ideal des euklidischen Rings R mit der (Norm-) Abbildung ¢ : R — N.
Fiir I = (0) ist die Behauptung trivial.

Fiir I # 0 gilt: Es gibt ein Element b # 0,b € I mit 0(b) minimal. Weiter gibt es fiir
jedes a € I die Elemente d,r € R, sodass a = db+ r mit 6(r) < 4(b).

Ausr =a—bd € I und 6(r) < 0(b) folgt direkt r = 0, bzw. a = db, also a € I, das heifit
I=(b). O

Daraus folgt vor allem auch:
Korollar 56. Jeder euklidische Ring ist faktoriell.

Fiir diese Arbeit sind die algebraischen und zahlentheoretischen Grundlagen ausreichend
erortert. Andere Zusammenhénge werden in weiterer Folge nicht benétigt, kdnnen aber
bei dariiber hinaus bestehendem Interesse unter anderem in Frey [9], Karpfinger und
Meyberg [11] oder bei Scheid und Frommer [14] nachgelesen werden.

2.3.1 Beispiel: Der euklidische Ring Z

Um das Vorangegangene etwas besser verdeutlichen zu konnen, wird die Arithmetik
des Rings der ganzen Zahlen, die das zentrale Untersuchungsobjekt der Zahlentheorie
bilden, naher betrachtet. Zuerst halten wir fest: Z ist ein euklidischer Ring mit der
Betragsfunktion: | |:Z — N und daher auch ein Hauptidealring und faktoriell.ﬂ

Die zuvor erwahnten Begriffe konnen in Z sehr kompakt zusammengefasst werden:

Die Einheiten in Z sind +1.

Fiir alle Elemente a € Z gilt daher a ~ —a.

Die Primelemente in N haben eine besondere Bedeutung. Sie werden als Primzahlen
bezeichnet und bilden die Menge der Primzahlen P. Eine Primzahl, die eine ganze Zahl
n teilt, heiit Primteiler von n.

Behauptung 57. Jede ganze Zahl n € Z,|n| > 2 hat einen Primteiler.

Beweis. Sei T,, :={d € N,d > 2:d | n} die Menge aller Teiler > 2 von n. Da |n| > 2 ist
n ¢ Z* = {—1,1} und hat einen echten Teiler, also T}, # (). Die Menge T,, enthélt sicher
ein kleinstes Element q.
Wenn ¢ € P, dann ist ¢ ein Primteiler von n. Ware ¢ ¢ P, dann hétte ¢ einen echten
Teiler m mit

m|q|n also m|n.

Dann wéare m € T}, und durch m < q entsteht ein Widerspruch.
Das kleinste Element der Teilermenge von n muss also eine Primzahl sein. ]

3Fiir einen kurzen Beweis ist nach Deﬁnition lediglich zu zeigen (i) |0] = 0 und (ii) |zy| > |z|. (iii)
wird auf Seite [25| gezeigt.
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Mithilfe der Primzahlen lassen sich alle Elemente der ganzen Zahlen in Faktoren zerlegen:

Satz 58. Seia € Z,a > 2. Dann ldsst sich a als Produkt von Primzahlen darstellen,
also
a=pi-p2-pp fur pi€P,1<i<k.

FEine solche Darstellung heifit Primfaktorzerlegung (PFZ) von a. Die Primfaktorzer-
legung ist bis auf die Anordnung der Primfaktoren und die Multiplikation der Faktoren
mit —1 eindeutig.

Beweis. Der Ring der ganzen Zahlen Z ist euklidisch und daher ein Hauptidealring, in
dem die Begriffe prim und irreduzibel gleichbedeutend sind. Die Existenz und Eindeu-
tigkeit der Primfaktorzerlegung in dem faktoriellen Ring Z ergibt sich aus der Definition
von faktoriellen Ringen und Proposition [52, O

Beispiel 59. Einige Beispiele fiir Primfaktorzerlegungen in Z sind:

27=3%=-32.3

41 = 41
—60=2%.3--5=-2.2.3-5=...
1234 = 2617

Fiir sehr grofle Zahlen ldsst sich auf den ersten Blick nicht sagen, ob eine Primzahl
vorliegt. Daher werden in solchen Fillen sogenannte Primzahltests angewendet. Leider
gibt es bis heute noch keinen praktikablen Primzahltest mit einer 100%-igen Sicherheit.
Der Fermat‘sche Primzahltest wird in dieser Arbeit fiir die Untersuchung der primen
Elemente im Ring der Eisensteinzahlen noch eine Rolle spielen (siche Seite .

Aus dem bisher gezeigten kann in den ganzen Zahlen die Division mit Rest definiert

werden (vgl. [pOiii) ).

Definition 60 (Division mit Rest). Seien a,b € Z. Dann gibt es in Z eindeutig be-
stimmte ¢, r € Z, sodass gilt:

a=q-b+r, sodass 0<r <|bl.
Fiir den Fall b | a ist 7 = 0. r heifit Rest. Das heifit Z ist ein euklidischer Ring.
Beispiel 61. Einige Beispiele fiir eine Division mit Rest in Z sind:

92=6-8+4
—76=-19-4+4+0
49 =-5--9+4

Wir kénnen anhand der Division mit Rest sofort die zugehorige Restklasse erkennen.
Mithilfe der Division mit Rest kann auflerdem der folgende Algorithmus definiert werden:
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Algorithmus 62 (Euklidischer Algorithmus). Seien a,b € Z. Wir fithren wiederholt eine
Division mit Rest durch, sodass wir eine Folge von Zahlen ¢;,1 < i < m + 1 erhalten.
Die rekursive Darstellung der Folge lautet

go=a
g1=">
9In—1 = qn " gn +gn+1

Der Algorithmus bricht nach endlich vielen Schritten ab mit g,,+1 = 0.

Beweis. Es gilt fiir alle g;, dass gn4+1 < gn. Da bei der Division mit Rest nur positive
Werte fiir den Rest r moglich sind, gibt es auch nur endlich viele mogliche Schritte bis
wir bei g,+1 = 0 ankommen. O

Behauptung 63. Der letzte Wert # 0 im FEuklidischen Algorithmus g, ist der gréfite
gemeinsame Teiler der beiden ganzen Zahlen a und b.

Beweis. Sei wie behauptet g,,+1 = 0. Dann ist aufgrund des Algorithmus g,, ein ge-
meinsamer Teiler von ¢, und g;,—1. g ist grofftmoglicher gemeinsamer Teiler, da fur
alle weiteren gemeinsamen Teiler d gilt: dgy,.

Wir miissen nun noch zeigen: g,, ist gemeinsamer Teiler fiir alle g,, insbesondere fiir a
und b.

Aus g, | gm—1 mit gm—1 = gmgm folgt sofort:

Im—2 = GmGmIm—1 + 9m = Im(@mIm-1 + 1), also  gm | gm—2-

Diese Argumentation kénnen wir bis go = a und g; = b fortsetzen und damit ist gezeigt:
99T (a,b) = gn,. [15, S. 253] O

Um den euklidischen Algorithmus etwas anschaulicher zu machen, rechnen wir einige
kurze Beispiele:

Beispiel 64.
Finde den grofiten gemeinsamen Teiler von 675 und 51.

675 =13-51+ 12
51=4-12+3
12=4-3+0
99T(675,51) =3
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Finde den grofiten gemeinsamen Teiler von 363 und -278.

363 =—1-—-278 485
—278 = —4 -85+ 62

85 =1-62+23
62 =2-23416
23=1-16+4+7
16=2-7T42
7T=3-2+4+1
2=2-140

99T(363,—278) =1

Der euklidische Algorithmus [62] und die damit einhergehende Behauptung [63| iiber den
ggT gelten in allen euklidischen Ringen. Die Beweise fiir den euklidischen Algorithmus
konnen dquivalent gefithrt werden mit |gn11| < |gn| [I5; S. 258f].

2.4 Zusammenfassung

Fiir eine bessere Ubersicht in den nachfolgenden Kapiteln fassen wir die wichtigsten, in
den verschiedenen Ringen geltenden Kriterien zusammen:

In faktoriellen Ringen gilt:

e Es gibt eine eindeutige Zerlegung in irreduzible Faktoren fiir alle Elemente des
Rings, die keine Einheit sind. (siehe [52))

o Je zwei Elemente haben einen groiten gemeinsamen Teiler. (53))

In Hauptidealringen gilt zusétzlich:
o Lemma von Bézout: Fiir a,b € R gibt es z,y € R, sodass ggT'(a,b) = za+ yb.
e Ein Element ist prim. < Ein Element ist irreduzibel. ,

o Jedes Element des Rings hat eine eindeutige Zerlegung in irreduzible Elemente.

(58)

In euklidischen Ringen gilt zusatzlich:

o Es gibt eine Division mit Rest. ,

o Es gibt einen euklidischen Algorithmus. Dessen letzter Wert # 0 liefert den gréfiten
gemeinsamen Teiler zweier Elemente.
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3 Quadratische Zahlkorper und Ganzheitsringe

Der einfachste Zahlkorper ist die Menge der rationalen Zahlen Q. Fiir die Untersu-
chung von Gleichungen tiber Q werden algebraische Zahlkérper herangezogen. Das sind
endliche Erweiterungen iiber dem Korper @, in dem sich insbesondere die Ringe von
ganzen Elementen untersuchen lassen - die Ganzheitsringe. Diese Ganzheitsringe haben
eine Ringstruktur, die jenen der ganzen Zahlen dhnelt und dadurch eine Analyse ihrer
Arithmetik erlaubt. Fiir die Untersuchung von quadratischen Gleichungen, insbesondere
fiir die Untersuchung von bindren quadratischen Formen eignen sich die quadratischen
Zahlkorper, die der Ausgangspunkt fiir alle folgenden Uberlegungen sind.

3.1 Quadratische Zahlkorper

Zu Beginn werden einige Begriffe festgehalten:

Bemerkung 65. Sei d € N,d > 2. Die Zahl d heit quadratfrei, wenn es kein a €
N, a > 2 gibt, sodass gilt a? | d.
Es gilt: \V/d ist irrational.

Beweis. Angenommen d sei rational, sodass d = 7 mit teilerfremden m,n € N\ {0}.

Dann gilt auch

m? = d* - n.
Die Primfaktorzerlegungen von m? und n? enthalten nur gerade Potenzen. In der Prim-
faktorzerlegung von d sind nach Definition von d nur einfache Potenzen enthalten, somit
kann die Gleichung nicht erfiillt sein - Widerspruch. O

Im folgenden Abschnitt heifit ein quadratfreies d € Z zuldssig, wenn d < —1 oder wenn
d> 2.

Definition 66. Es sei definiert Q(v/d) := Q + QvVd = {a +bVd : a,b € Q}.
Dann heiBt der Korper Q(Vd) quadratischer Zahlkorper, falls d € 7 zulissig ist.
Q(V/d) heift fiir d > 0 reell-quadratisch und fiir d < 0 imaginér-quadratisch.

Insbesondere gilt fiir d < 0, dass v/d = iy/[d] und jedes a € Q(v/d) hat die Darstellung
a = a + iby/|d| mit dem Realteil @ und dem Imaginéarteil b+/|d|.

Bemerkung 67. Ein quadratischer Zahlkérper ist ein Erweiterungskorper von Q und
ein Unterkorper von C.

Beweis. [4, S. 229][9, S. 97]

Zu zeigen ist die Aussage: Q(v/d) ist ein Korper. Der Rest der Bemerkung folgt sofort.
Seien (a + bv/d), (r + sv/d) beliebige Elemente von Q(v/d) mit (a,b), (r, s) # (0,0).
Dann ist Q(v/d) abgeschlossen beziiglich der Multiplikation und Division, weil:

(a4 bVd)(r + sVd) = (ar + bsd) + (as+br)Vd € Q+QVd
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und:

1 B a—bvd B a _ b
a+b/d (a+bVd)(a—bV/d) a®—bd a®—0b%d

Vd eQ+QVd

O]

Fiir quadratische Zahlkorper und die darin enthaltenen Elemente der Form o = a+ bv/d
existiert die Konjugationsabbildung:

o : Q(Vd) = Q(Vad),
a+bvVd a—bVd

Fiir das konjugierte Element zu « schreiben wir @, sodass @ = a — bv/d. In imaginér-
quadratischen Zahlkérpern, insbesondere den Gaufi’schen Zahlen, wird das konjugierte
Element auch als “komplexes konjugiertes Element” bezeichnet.

Bemerkung 68. Die Konjugationsabbildung ist ein Koérperautomorphismus.
Beweis. Seien «, 8 € Q(v/d) mit o = a + bv/d und § = r + sv/d und a,b,7, s # 0.
e (0) =0o(0+0vd) = (0—0Vd) =0 € Q(d)

e ola+B)=cla+bVd+r+sVd)=cla+r+ (b+s)Vd) =a+7r— (b+s)Vd=
a—bVd+r—sVd=o(a)+ o(p)

o o(a-B)=0c((a+bVd) - (r+ svVd)) = o((ar + bsd) + (as + br)vV/d) = (ar + bsd) —
(as +br)Vd = (a = bVd) - (r — sv'd) = o () - o(B)

O]

Definition 69. Sei Q(v/d) quadratischer Zahlkérper. Fiir o = a 4+ bv/d € Q(v/d) seien
definiert:

Norm: N(a):=a-a= (a+b/d)(a —b/d) =a® —db?* €Q

Spur: S(a):=a+a=(a+bV/d)+ (a—bV/d) =2a€Q

Fiir Norm und Spur gelten insbesondere die folgenden Rechenregeln:
Proposition 70 (Rechenregeln fiir Norm und Spur). Fiir alle o, B € Q(\/d) gilt:
(A1) S(a+B) = S(a) + S(8)

(A2) N(a-8) = N(a) N(5)

(A3) N(a)=0& a=0
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Beweis. Sei a = a + bv/d und B=r+ sv/d.

(A1) : S(a+B) = (a+ B) + (a+ )
=(a+7+(b+s)Vd) +(a+r—(b+s)Vd)
=2(a+r)
=2a+2r=5(a)+ S(p)

(A2): N(a-B) = (a-f)-(a-f)
= ((a+bVd) - (r+5Vd)) - ((a + V) - (r +5Vd))
= (ar + bsd + (as + br)Vd) - (ar + bsd — (as + br)Vd)
= (ar + bsd)* — (as + br)*d
= a®r? + 2abrsd + b*s2d® — (a2s2d + 2abrsd + b2r2d)
= a?*r? + b*s°d® — a®s*d — b*r?d

= (a®> — db?) - (r* — ds®) = N(a) - N(B)

(A3): “ <": Aus a = 0 folgt sofort N(a) =02 —d-02=0

“ =" Fall 1: Sei d < —1, dann ist N(a) = a? + |d|b® > 0, also muss aus N (a) = 0 sofort
a =b =0 folgen.

Fall 2: Sei d > 2 und N(a) = a® — db®> = 0. Aus b = 0 folgt sofort a = 0, da d = z—j €eQ
mit quadratfreiem d nicht moglich ist. [4, S. 229][14} S. 101] O

3.2 Ganzheitsringe in quadratischen Zahlkorpern

Bekanntlich ist die Menge der ganzen Zahlen Z eine Teilmenge der rationalen Zahlen Q.
Genauer gesagt ist Z C Q ein Unterring des Korpers der rationalen Zahlen.

Sowohl Z als auch Q sind wiederum Teilmengen der komplexen Zahlen C. Wir definieren
den Unterring der komplexen Zahlen: Z[vd] := Z 4+ Zvd = {m +nVd : m,n € Z} C
Q+Qvd = Q(Viff

Definition 71. Ein o = a+bVd € Q(\/&) heifit ganz, wenn Norm und Spur ganzrational
sind, also wenn N(a) € ZA S(«) € Z.

Insbesondere kann nun definiert werden:

O4:={a € Q(Vd): a ganz }

O, heiBt quadratischer Zahlring oder Ganzheitsring in Q(vd).

Bemerkung 72. Im quadratischen Zahlring Oy kommen zu Z[v/d] also noch genau die
Elemente hinzu, die Nullstellen des Polynoms f,, := (X —a)(X —a) = X?—(a+a) X +aa
sind, wobei « einer solchen Nullstelle entspricht und daher die Gleichung x? — S(a)z +
N(a) = 2% — 2az + a® — db? = 0 erfiillt. Die Bedingung dabei ist, dass die Koeffizienten
S(a) und N(«) in Z liegen miissen.

“Die {ibliche Notation fiir Zahlkérper erfolgt mit den runden Klammern ( ). Zahlringe werden mit
eckigen Klammern [ | notiert.
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o € Oy heilt ganz in Q(v/d) und a € Z heifit ganzrational.

Ausgehend von den ganzen Zahlen kann fiir Oy nun festgestellt werden, wie die Ringe
in Abhéangigkeit von d aufgebaut sind:

Satz 73. Flir zuldssige d € Z gilt:

a) Og = Z[\/d] fiir d=2 oder d =3 mod 4
Od:{%‘/&:a,bGZ,a—bgemde}fu’rdzl mod 4

b) Fir den Falld =1 mod 4 ist Oy = Z + Zp, wobei p := (1 + Vd).
¢) Oy ist ein Unterring von Q(\/d). Insbesondere ist O4 ein Integrititsbereich.
d) O,NnQ=7%

Beweis. Sei o = a + bv/d mit a,b € Q.

a) Fir jedes ganze o € Oy gilt, dass Norm und Spur ganzrational sind. Es ist also
S(a) =2a € Z und N(«) = a? — db* € Z. Fiir ein u := 2a € Z erhalten wir durch
Einsetzen in die Norm

2 — 4db* 2
N(a)=a? —dp? = L =22 - %% g2,
4 2
Da u € 7Z ist, muss auch 4db?> = d(2b)? ganz sein. In weiterer Folge muss dann
auch 2b ganz sein, da das quadratfreie d den eventuellen Nenner von (2b)? nicht
kiirzen kénnte. Wir konnen nun aus v und v := 2b eine durch 4 teilbare ganze Zahl
konstruieren mit der Form u? — v2d.

— Fall 1: d=2 oder d =3 mod 4
Sei u ungerade, das heiflit v = 2k + 1 fiir ein k € Z. Wir setzen fir d = 2
mod 4, also d = 4n + 2 mit n € Z ein und erhalten

u?—v?d = (2k+1)2—v*(4n+2) = 4> +4k+1—0*dn—20% = 4(K*+k—v?)+1-20%

Dieser Term ist genau dann durch vier teilbar, wenn 4 | 1 — 202,

Wire v gerade, so wire 1 — 202 =1 mod 4 und damit ein Widerspruch.
Wire v ungerade, so wire 1 — 202 = 3 mod 4 und erneut ein Widerspruch
zur Teilbarkeitsvoraussetzung.

Fiir d = 3 mod 4 wird analog berechnet und eine Bedingung fiir v gesucht,
sodass 4 | 1 — 3v?. Mit v ungerade ergibt sich die Kongruenz 1 — 3v? =
mod 4, mit v gerade ergibt sich die Kongruenz 1 — 3v?> = 1 mod 4, also in
beiden Fillen ein Widerspruch zur Teilbarkeitsvoraussetzung 4 | 1 — 3v2.

Seien u und v gerade. Dann ist u? — v?d =0 mod 4 fiir d = 2 oder 3 mod 4
und damit die Voraussetzung erfiillt und Og = Z[/d].
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— Fall2:d=1 mod 4
Seien u und v gerade. Dann folgt wegen u = 2a und v = 2b sofort a, b € Z. Sei
u ungerade und wie vorausgesetzt d = 4n+1 fiir ein n € Z. Dann ergeben sich
durch analoge Rechnung wie in Fall 1 die Kongruenzen 1 — v?> = 1 mod 4,
wenn v gerade, und 1 — v?2 =0 mod 4, wenn v ungerade.
Insgesamt ergibt sich in diesem Fall also u — v ist gerade und daher haben
alle o € Oy die Form

a b
5 gV
mit a,b € Z und a — b gerade.
b) folgt sofort aus a) durch:
b -b 1 d 1
a:g—i—i\/&:aQ +b- +2f:r+s-p mitr,sEZundpzi(l—i—\/g).

c) Oy ist genau dann ein Integrititsbereich C Q(\/&), wenn aus «, 8 € Oy folgt, dass
auch a — 6 und « - 8 in Oy liegen.
Aus a) folgt sofort die Abgeschlossenheit der Addition. Fiir die Multiplikation
ergibt sich die Abgeschlossenheit im Fall d = 2 oder d =3 mod 4 auch sofort aus
a). Im Fall d =1 mod 4 muss wegen b) nur p? € Oy liegen:

:(;(1+\/§)>2
:i(1+2\/&+d)
+ - \f+ 1
( - d+\f>

=5 (55 +vd)

1/4 1+1
:2<TH’2‘F+\/&> €04 mitn € Z

1
T4
1
2

d) Fir d =2 oder d =3 mod 4 ist
a=a+bV/deQeb=0ca=acZ

Fird=1 mod 4 ist
a+bvd

a:TEQ®b20<:>a:%EZ, da 2 | a wegen a — b gerade.

13, S. 71f] [, S. 231f] [9, S. 97f] [14, S. 100] 0
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3.2.1 Einheiten in quadratischen Zahlringen

Um im weiteren Verlauf dieser Arbeit die Teilbarkeit von Ganzheitsringen untersuchen zu
koénnen, miissen an dieser Stelle einige Begriffe, die aus allgemeinen Integritdtsbereichen
bzw. euklidischen Ringen bereits bekannt sind (siehe Kapitel und Kapitel
hier im Speziellen analysiert werden. Ein erster Schritt ist dabei die Untersuchung von
Einheiten in quadratischen Zahlringen.

Die Menge der Einheiten in Q(v/d) ist gegeben durch

O4 :={a € Oy : Es gibt ein € Oy, dass die Gleichung « - § = 1 erfiillt.}

Bemerkung 74. O} ist eine kommutative Gruppe beziiglich der Multiplikation und es
gilt fiir jedes a € O & N(«) € Z* = £1.

Beweis. Jede Einheitengruppe ist eine kommutative Gruppe nach Bemerkung [23] Der
Beweis des zweiten Teils der Aussage folgt aus den Rechenregeln fiir Norm und Spur in
Satz

“=7” Seien o, € O} und aff = 1. Daraus folgt N(af) = 1 = N(a)N(B), also muss
N(a) = £1 gelten.

“<” Aus N(a) = £1 folgt aa = +1, also gilt fiir § = +@ sofort af = 1 und damit
a0 [ S. 233][9, S. 98]

d

Fiir die Bestimmung der Einheiten, also der Bestimmung der Elemente in O} miissen
demnach alle a = a 4+ bV/d € Oy gefunden werden, fiirr die N(a) = +1 gilt. Wie wir
bereits wissen, ist die Norm definiert als N(a) := a@ = a? — db?. Es miissen also alle
Loésungen zu den sogenannten Pellschen Gleichungen gefunden werden:

a? — db® = £1 (2)
Wir untersuchen die Losung dieser Gleichungen fiir den fiir uns relevanten Fall d < 0

und wollen zeigen

Proposition 75. Die Einheitengruppen der Ganzheitsringe O} sind fiir imagindr-quadratische
Ringe gegeben durch

{£1} fird= -2 oder d < —5
O = { {+1, +i} fiir d = —1
{+1, £33 $12V53 g g — 3

Beweis. Aus d < 0 folgt, dass wir die Gleichung wie folgt schreiben koénnen:
a® 4 |d|b? = £1
Die Losung dieser Gleichung kann nur positiv sein, daher schreiben wir noch einfacher:

a® +|dp* =1 (3)
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Sei d = 2 oder d =3 mod 4. Dann gilt nach Satz |73/ Oy = Z(v/d) und alle Elemente des
Ganzheitsrings haben die Form o = a + bv/d mit a,b € Z.

Fir d = —1 sind die einzigen Ldésungen von gegeben durch: ¢ = £1,b = 0 und
a = 0,b= £1. Damit ist gezeigt, dass fiir d = —1 die Einheitengruppe genau die vierten
Einheitswurzeln enthélt, also

or, ={1,-1,i,—i}.
Fir d = —2 und alle weiteren d < 0 mit d = 2,3 mod 4 ist ebenfalls sofort klar, dass
nur die Lésungen a = +£1,b =0 zu infrage kommen.
Sei d =1 mod 4. Dann gilt nach Satz Oy = {%Wa ca,b € Z,a— b gerade }. Es gilt

aber in jedem Fall 2a, 2b € Z und genau dies konnen wir mit u = 2a, v = 2b substituieren.
Damit folgt fiir d = —3 aus die Gleichung

u? + 3v? = 4.

Nach kurzer Rechnung erhalten wir die Losungen v = £2,v = 0 und v = +1,v = +1,
wodurch nach Riicksubstitution die sechsten Einheitswurzeln als Einheiten des Ganz-
heitsringes angegeben werden koénnen, also

L O BV I RV B RV
2 ' 2 ’ 2 ’ 2 ’
In allen anderen Fallen ist |d| > 4 fiir d =1 mod 4. Damit kann die Gleichung (3|) nur

noch die Losungen ¢ = 4+1,b = 0 haben und die Einheiten jedes Ganzheitsrings mit
d <5 sind {1,—1} [4, S. 233{][9}, S. 99]. O

(9*_3 == {1, —1,

Aus geometrischer Sicht liegen die Einheiten der Ganzheitsringe mit d < 0 in der Ebene
genau auf dem Kreis (der Ellipse) mit Radius 1. Dort gilt N(«) = 1.

Die Losungen der Pellschen Gleichungen fiir reell-quadratische Ganzheitsringe mit
d > 0 sind wesentlich umfangreicher und schwieriger zu berechnen. Die zu lésenden
Gleichungen koénnen etwas genauer beschrieben werden durch:

a2 —db® =+u, a,belZ (4)

mit gy =1 fird =2 oder d =3 mod 4
und p =4 flird=1 mod 4

Eine umfangreichere Herleitung der Losungen dieser Gleichung kann aus [9, S.101f] [17,
S.116f] entnommen werden.
3.3 Imaginir-quadratische, euklidische Ganzheitsringe

3.3.1 Bestimmung der imaginar-quadratischen, euklidischen Ganzheitsrin-
ge

Um die Arithmetik in imaginir-quadratischen Ganzheitsringen vollstdndig untersuchen
zu koénnen, miissen wir uns mit der Frage beschéftigen: Welche Ganzheitsringe sind

34



euklidisch? Aus Abschnitt[2:3]wissen wir, dass sich daraus fiir diese Ringe einige Aussagen
iiber Primelemente ableiten und ein euklidischer Algorithmus definieren lassen.
Dafiir wird der zusammengesetzte Begriff normeuklidisch eingefiihrt:

Bemerkung 76. Normeuklidische Ganzheitsringe sind euklidische Ringe nach Definiti-
on [50] mit der Abbildung ¢ : R — N, wobei ebendiese Abbildung jedenfalls mithilfe der
in Abschnitt [3.1] definierten Norm N(a) = a? — db? fiir a € R gebildet wird.

In imagindr-quadratischen Zahlkérpern gilt fiir die Ganzheitsringe Oy4:

Satz 77. Sei d < 0. Der Ganzheitsring Oq € Q(v/d) ist normeuklidisch genau dann,
wenn
d=-1,-2,-3,-7,—-11.

Beweis. Zur Erinnerung: Wir suchen nach Definition eine Abbildung § : Oy — N,
sodass gilt:
(i) 6(0)=0
(ii) d(zy) > 0(x) fir 0 # z,y € O4
(iii) Fur a, 8 € Og mit B # 0 gibt es q,r € Oy, sodass a = ¢f + r und o(r) < §(f).

Das Bild der Normabbildung N («) liegt fiir ganze o € Oy in Z. Mithilfe der bekann-
ten (euklidischen) Betragsabbildung aus Z wird die normeuklidische Abbildung in O4
gebildet:

d=|N(a)|: Oy — N
a+bVd = |a® — db?|

Aus der Definition der Norm und der Zusammensetzung von Oy fiir d < 0 folgen (i) und
(ii) sofort. Es muss also nur noch (iii) gezeigt werden:

Seien a, f € Oy4 mit 8 # 0. Angenommen die Aussage stimmt fiir d < 0. Dann gibt es
q,r € Qg fir die gilt:

r=a«a—qf und weiter
IN(5)I=IN(5 -a)l <1

Aus geometrischer Sicht existiert also zu dem Quotienten & ein ¢ € Oy, das einen
Abstand kleiner als 1 hat, also innerhalb eines Kreises (einer Ellipse) mit Radius 1 liegt.
Dabei muss der Aufbau des Gitters von Oy in Abhéngigkeit von d unterschieden werden.
Mithilfe dessen kénnen wir nun alle d < 0 suchen, die euklidisch sind. Dafiir betrachten
wir den Quotienten % als Punkt in Q(v/d), also % =z 4 yvVd mit z,y € Q.

Fall 1: d = 2,3 mod 4
Im ersten Fall sind alle Elemente bekannterweise aufgebaut als Oy = Z + Z+V/d.
Daher ist der maximale Abstand von x bzw. y zum néchstgelegenen Gitterpunkt
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in Richtung beider Achsen % (siehe Abbildung .

+ o

6}

ju— t

2

Abbildung 1: rechteckiger Gitteraufbau von Oy fir d = 2,3 mod 4 mit maximalem
Abstand von % zum néchstgelegenen Gitterpunkt

Wir wihlen also diese Punkte u,v € Z, sodass ¢ = u + vv/d und sich mit % =

z +yVd fiir z,y € Q ebendies ergibt:
0<|r—ul< und

0<|y—v| <

N DN =

Nun kénnen wir 6(r) = |N(r)| bestimmen:



Im letzten Schritt setzen wir wie gewiinscht
1
1 1 —d| <1

Diese Ungleichung kann aus den gegebenen Voraussetzungen nur fir d = —1, —2
erfiillt werden und es gilt |N(r)| < |N(5)].

Fall 2: d =1 mod 4
Wir arbeiten nach demselben Vorgehen wie im ersten Fall. Hier ist Oy = 1(Z +
Z\/&) In diesem Fall sind die Elemente nicht auf einem rechteckigen Gitter an-
geordnet, sondern es entstehen Parallelogramme. Der maximale Abstand von x

und y zu den néchstgelegenen Gitterpunkten ergibt sich aus dem Hohensatz (siehe
Abbildung .

Lemma 78 (Hohensatz). Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypo-
thenuse ¢ und der daraufliegenden Héhe h. Dann teilt die Hohe die Hypothenuse
in die Strecken p und q und es gilt h® = pq.

Abbildung 2: Hohensatz im rechtwinkligen Dreieck

% hat den groBitmoglichen Abstand zu den drei umliegenden Gitterpunkten in Ab-
bildung [3] und liegt daher auf dem Hohenschnittpunkt der drei Dreiecksseiten. Die
maximale Entfernung des Quotienten zum néchstgelegenen Gitterpunkt entlang
der imagindren Achse entspricht p + ¢ und wird wie folgt berechnet:

1
q= “Vd o weil q die Hohe des gleichschenkligen Dreiecks halbiert

4
1
W =p.q= (Z)2 wegen des Hohensatzes
_ (1)2 1 _ 1
PR LT wa

11 1
pta=_—=+Vd=(Vd+

)
4v/d Vd
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v + +

Abbildung 3: parallelogrammartiger Gitterautbau von Oy fiir d = 1 mod 4 mit maxi-
malem Abstand von % zum néachstgelegenen Gitterpunkt

Wir wahlen erneut u,v € Z, wobei nun ¢ = u+v - HT‘@, und folgendes erfiillt ist:
1
O<]x—f—u\§§ und
v 1
0<|ly—=| < -.
<ly-3l=7

Wir bestimmen erneut |N(r)|:

IN@)| = N((z = 5 —u) — (y — 2)Vd)| - [N(8)]

2 2
= (@ =5 —w?—dly— )| IN(B)

1 1
<|=—-d—|-|N
< |5 —d= | IN(D)
1
=—-[4—d|-|N
= d]-IN(B)]
Die daraus resultierende Ungleichung
1
—-]4—d|l <1
g 14— dl

wird nur fur d > —12 erfillt.

Insgesamt erhalten wir alle Werte fiir d < 0, fiir die der Ganzheitsring Oy euklidisch ist,

namlich:
d={-1,-2,-3,-7,—11}.

[, S. 236f] [6, 4.1f] [9, S. 103f] [14, S. 101f] O
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Die Bestimmung der euklidischen Ganzheitsringe fiir d > 0 ist wesentlich schwieriger
und bedarf einiger weiterer geometrischer Zusammenhénge. Wir halten fest

Satz 79. Sei d > 0. Der Ganzheitsring Oy € Q(V/d) ist normeuklidisch fiir
d=2,3,5,6,7,11,13,17,19,21,29,33,37,41,57,73.

Beweis. In Satz[77 haben wir den Beweis fiir d = 2, 3,5, 13 bereits gefiihrt und kénnen
diesen direkt iibernehmen. Beweise fiir weitere Werte von d findet man beispielsweise
bei Forster [0, S. 4.3f] oder Bundschuh [3, S. 74f]. O

In Abschnitt wurden die Besonderheiten von euklidischen Ringen bereits zusammen-
gefasst. So existiert in euklidischen Ganzheitsringen nicht nur eine Division mit Rest,
wie wir gerade gezeigt haben, sondern auch ein euklidischer Algorithmus. Besonders in-
teressant sind in euklidischen Ganzheitsringen die Untersuchung der primen Elemente
und der Teilbarkeit.

3.3.2 Teilbarkeit in imaginir-quadratischen, euklidischen Ganzheitsringen

Wir wissen bereits, dass in allen Hauptidealringen, also auch in allen euklidischen Ringen
gilt: Jedes irreduzible Element ist ein Primelement. < Jedes prime Element ist irredu-
zibel.

Es gilt also dquivalent zu Definition [25}

Definition 80. Ein Element ¢ eines euklidischen Ganzheitsrings Oy heifit prim, wenn
gilt:

* ¢ ist keine Einheit (¢ ¢ O}).
e Aus c-z=qmit ¢,z € Og folgt c € O} oder z € O}.

In Abschnitt 23] haben wir die folgenden Aussagen bereits allgemein bewiesen. Der
Vollstandigkeit halber werden sie hier in Bezug auf Ganzheitsringe wiederholt:

Satz 81 (Primfaktorzerlegung euklidischer Ganzheitsringe). Sei Q(v/d) ein quadrati-
scher Zahlkorper und sein Ganzheitsring Oy euklidisch. Dann gilt fir jedes Element
z € Oy, dass sich z als Produkt von primen Elementen q; € Oq4, i € {1,...k} des Ganz-
heitsrings darstellen ldsst, sodass

Z2=q1-q2 - q, k€ N.

Diese Darstellung heifst Primfaktorzerlegung von z. Die Primfaktorzerlegung jedes Ele-
ments ist bis auf die Anordnung der Primfaktoren und die Multiplikation mit Einheiten
eindeutig.

Proposition 82. Sei Q(\/g) ein quadratischer Zahlkérper und sein Ganzheitsring Og4
euklidisch. Sei q ein primes Element und e eine Finheit dieses Ganzheitsrings. Dann
gilt:
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e eq liegt in O4 und ist prim.
e Das zu q konjugierte Element q liegt in Og4 und ist prim.

Die Einheitengruppen von imaginir-quadratischen Ganzheitsringen enthalten nach Pro-
position [75] zwei, vier oder sechs Elemente. Daher kommen die Primelemente von eu-
klidischen Ganzheitsringen mit d < 0 immer in Gruppen zu je zwei, vier oder sechs
Elementen vor. Solche Gruppen werden als Primagon bezeichnet. Aus geometrischer
Sicht entspricht die Anordnung eines Primagons einer Strecke, einem Rechteck oder ei-
nem Sechseck mit Mittelpunkt im Koordinatenursprung (siehe Abbildung .

J Im(2) I Im(z)
1 |}
I ] ]
I 1 I |}
- +,, R —— [ ——— 7+ - .- -
I I
I I
. | Re(z)
| v
| | Re(2)
f f
I 0 }
1 1
1 1
boo-- i
I i | i
(a) Primagon aus vier Elementen fiir d = —1  (b) Primagon aus sechs Elementen fiir d = —3

Abbildung 4: Geometrie eines Primagons in Abhéngigkeit des Aufbaus von Oy

Bemerkung 83. Alle Elemente desselben Primagons sind zueinander assoziiert und
haben daher denselben Normbetrag.

Beweis. Das Behauptete folgt direkt aus der Herleitung der Einheiten in Proposition
Fir g € Og4,q ¢ O}, e € O} ist ¢ = ge und daher N(¢) = N(eq) = N(e) - N(q) =
+1 - N(q). Aus geometrischer Sicht ist die Behauptung direkt anhand der Symmetrie
um den Koordinatenursprung ersichtlich, da alle Elemente auf demselben Kreis (Ellipse)
liegen (siehe Abbildung . O

Behauptung 84. Das Primagon eines primen Elements q des imagindr-quadratischen
Ganzheitsrings Og4 stimmt nicht immer mit dem Primagon seines konjugierten Elements
q tberein.

Beweis. Um die Behauptung zu beweisen miissen wir lediglich ein Gegenbeispiel fiir alle
imaginédr-quadratischen Ganzheitsringe finden, also fiir alle Werted = —1, -2, -3, -7, —11.

e Im Fall d = —1 wahlen wir das Element ¢ = 2+ +y/—1. Das Primagon des Elements
q enthilt die Elemente

{(2 + \/jl)v (_2 - \/j1>7 (_1 + 2\/j1)7 (1 - 2¢j1)}7
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aber nicht sein konjugiertes Element ¢ = 2 — /—1.

e Im Fall d = —2 wahlen wir das Element ¢ = 1 —y/—2. Das Primagon des Elements
q enthélt die Elemente
{(1 -V _2>7 (_1 +Tv _2)}7
aber nicht sein konjugiertes Element ¢ =1 4 /—2.

e Im Fall d = —3 wéahlen wir das Element ¢ = 2 ++/—3 = %. Das Primagon
des Elements ¢ enthéilt die Elemente

(Vo) (2 VR, (R, R o ()

aber nicht sein konjugiertes Element ¢ = 2 — y/—3.

e Im Fall d = —7 wéhlen wir das Element ¢ = 2 4+ /-7 = %. Das Primagon
des Elements ¢ enthélt die Elemente

{(2 +v _7)7 (_2 Y _7)}7
aber nicht sein konjugiertes Element § = 2 — v/—3.

o Im Fall d = —11 wéhlen wir das Element ¢ = 1HY/=1L VQ_H Das Primagon des Elements
q enthilt die Elemente

1++v-11, —-1-+-11

{(

) ( )}

2 2
aber nicht sein konjugiertes Element g = 1=%=11 ”2_11

O

3.3.3 Zerlegungsverhalten von Primelementen p € Z im Ganzheitsring Oy

Aus vielerlei Hinsicht ist es interessant die Primzahlen p € P auf ihre Zerlegbarkeit in
den euklidsichen Ganzeitsringen O, zu untersuchen. Dass nicht jede Primzahl in einem
euklidischen Ganzheitsring ein primes Element bleibt, zeigt sich sofort an

Beispiel 85. Die Primzahl p = 2 ist im Ganzheitsring O_1, den Gaufy’schen Zahlen,
zusammengesetzt, ndmlich durch: 2 = (1 +1)(1 —1i).
Die Teiler (1 +1i) und (1 — i) sind echt, da sie keine Einheiten aus O* ; = {£1, £i} sind.

Eine Primzahl p € N wird nach ihrem Verhalten im Ganzheitsring Oy eingeteilt.

Definition 86. Sei p € N prim.

p hat Typ (I) < p bleibt im Ganzheitsring Oy prim und heifit “tréage” bzw. “inert”.
p hat Typ (R) < p = ¢? fiir ¢ € Oy und heiit “verzweigt” bzw. “ramified”.

p hat Typ (S) < p = quq2 fiir q1,¢2 € Oy und heifit “zerfallend” bzw. “split”.
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Satz 87 (Charakterisierung der Primelemente in Oy tiber die Norm). Sei p € N prim.
Dann gilt genau eine der drei folgenden Aussagen:

(i) p hat Typ (I) und |N(q)| = p? fiir ein primes Element q € Oy.
(ii) p hat Typ (R) und es gilt p = ¢ fiir ein primes Element q € Oy.
(iii) p hat Typ (S) und p = quqa fiir die primen Elemente q1,q2 € Oy.

Beweis. Sei p € N prim mit Primfaktorzerlegung p = qiq2---qr, kK € N, ¢; € O4. Dann
ist p> = N(p) = N(q1)-N(q2) -+ N(qx) mit N(g;) € Z. Die Quadratzahl p? hat hochstens
zwei Primteiler in Z, daher enthélt auch die Primfaktorzerlegung von p? = N(q1) -
N(q2) - -+ N(qx) hochstens zwei Primteiler und es gilt £ < 2, da N(g;) keine Einheit sein
kann, denn ¢; | N(¢;).

Daraus resultieren die moglichen Ergebnisse, namlich folgt (i), wenn k = 1 ist, das heifit
p = q1 ist prim und daher trége.

Gilt £k = 2 und es gibt zwei nicht assoziierte Primteiler q; ¢ g2, dann ist p = ¢1¢
zerfallend und Aussage (iii) ist gezeigt. Sind ¢; ~ ¢ assoziiert, dann ist N(q1) ~ N(g2) =
¢? = p und es folgt Aussage (ii) und p ist verzweigt. O

Bemerkung 88. Satz [87] gilt allgemein in faktoriellen Ganzheitsringen, da im Beweis
weder die Definition |50 des euklidischen Rings noch die Definition |66 der (imaginér-)
quadratischen Zahlkoérper ben6tigt wurden.

Satz 89 (Charakterisierung der Primelemente iiber Primagons). Sei p € N eine Prim-
zahl und q ein primes Element des Ganzheitsrings O4. Dann gilt genau eine der drei
folgenden Aussagen:

(i) p hat Typ (I) und das Primagon, in dem p liegt enthdlt ganze Zahlen.

(i) p hat Typ (R) und das Primagon, in dem das aus p gebildete prime Element g
liegt, stimmt mit dem Primagon seines konjugierten Elements q tiberein, das heifst

q~q.

(7ii) p hat Typ (S) und das Primagon, in dem das aus p gebildete prime Element q liegt,
stimmt nicht mit dem Primagon seines konjugierten Elements q tberein, das heif§t

q*q.
Beweis.

(i) Die Primzahl p € N C Z liegt selbst in dem Primagon und da —1 € O} fiir
alle imaginar-quadratischen, euklidischen Ganzheitsringe liegt auch —p € Z in
demselben Primagon.

(ii) Sei p = ¢%. Dann ist p = p = g und es folgt sofort ¢ ~ . Damit ist das Behauptete
gezeigt, da alle zueinander assoziierten Elemente auf demselben Primagon liegen.
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(iii) Sei p = q1g2 und q1 7% g2, sonst wire p verzweigt. Dann ist p =D = 12 = @1 @2
und daher q1q2 = q1 ¢z, also ist ¢1 = @2 oder ¢ = q1. Fiir p gilt daher p = ¢1q1.
Wegen der Voraussetzung gilt g1 o g1 und damit ist die Behauptung gezeigt.

O]

Lemma 90. In jedem imaginidr-quadratischen, euklidischen Ganzheitsring Oq4 gibt es
nur eine Primzahl p € N vom Typ (R).

Beweis. Sei v die kleinste aller Primzahlen vom Typ (R). Um tiber einer Primzahl vom
Typ (R) zu liegen, muss das Primagon des aus p gebildeten primen Elements ¢, € Oy
jeweils das zu sich selbst konjugierte Element enthalten. Daher haben die Elemente dieses
Primagons nach 83| die Norm v = N(g,) und liegen auf einem Kreis mit Radius v.

Sei w eine weitere Primzahl vom Typ (R) und w > v. Dann gibt es ebenfalls einen Kreis
mit Radius w fiir das aus w gebildete prime Element ¢, € Og4 und sein konjugiertes
Element. Dann ist aber ¢, entweder ein Vielfaches von ¢, und damit nicht prim oder

Guw = qu- O

Die vorangegangenen Ergebnisse werden nun zu einem ersten Zerlegungsgesetz zusam-
mengefasst:

Zerlegungsgesetz (fiir Primzahlen im Ganzheitsring O; mithilfe der Norm).
Fine Primzahl p € P ist im imagindr-quadratischen, euklidischen Ganzheitsring Oy

« prim, d.h. p = ¢ mit Primelement ¢ € Z, genau dann, wenn |N(q)| = |N(p)| = p*.
« verzweigt, d.h. p = ¢ mit Primelement ¢ € Z, genau fiir ein p € P und p = ¢*> =
q-7=N(q)

o zerfallend, d.h. p = ¢1¢2 mit den Primelementen ¢, g2 € Z und ¢; % q2, in allen
anderen Féllen und p = q1q2 = 11 = N(q1).

Bemerkung 91 (Folgerung aus dem Zerlegungsgesetz). Wird die einzige verzweigte
Primzahl in Z ausgeschlossen, dann muss nur entschieden werden, ob p € Z trage oder
zerfallend ist. Hier gilt:

p € Z ist zerfallend. < p ist die Norm eines Elements aus Oy, also p = N(q) fiir ein
q € Oq.

Im Verlauf dieser Arbeit wird dieses Zerlegungsgesetz mithilfe weiterer algebraischer In-
strumente konkretisiert und insbesondere fiir den Fall d = —3, den imaginér-quadratischen,
euklidischen Ring der Eisensteinzahlen, explizit ausgearbeitet, bewiesen und angewen-
det.

3.3.4 Teilbarkeit in euklidischen Ganzheitsringen

Die Untersuchung der Zerlegung von Primelementen in euklidischen Ganzheitsringen
kann auch mithilfe von quadratischen Resten erfolgen. Dazu definieren wir
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Definition 92. Sei p € P und p # 2. Die Zahl a € Z mit p { a heifit quadratischer
Rest modulo p, wenn die Kongruenz

z2=a modp
16sbar ist fiir ein z € Z. Ist die Kongruenz nicht lésbar, heifit a “quadratischer Nichtrest”.

Daraus lasst sich das sogenannte Legendre-Symbol definieren:

a\ _ ) +1, falls a quadratischer Rest modulo p
p) | —1, fallsa quadratischer Nichtrest modulo p

Fiir das Rechnen mit dem Legendre-Symbol existieren einige Kriterien, deren Beweise
hier nicht angefithrt werden, aber beispielsweise bei Scheid und Frommer [14, S.239f]
nachzulesen sind:

Proposition 93. Seien p,q ungerade Primzahlen, a,b € Z, pta und ptb. Dann gilt:

<a) = ap;1 mod p
p

5)-G)G)

Folgerungen aus der Quadratischen Reziprozitit:

Euler’sches Kriterium:

Produktregel:

Satz 94. Sei Q(\/&) ein quadratischer Zahlkérper mit zuldssigem d und sein Ganzheits-
ring Oq euklidisch. Sei p eine Primzahl. Dann gelten nach Forster und Frey folgende
Aussagen:

(i) Ist d ein quadratischer Nichtrest modulo p > 2, also (%) = —1, so gilt fir alle
a € O4: aus p | N(a) folgt p | .

(i) Es ist 2 prim in O4 genau dann, wenn d =5 mod 8.

(iii) Giltp|d, so ist p kein Primelement in Og.
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(iv) Seip >2 undptd. Esist (%) = —1 genau dann, wenn p ein Primelement in Oy

18t.

Beweis.

(i)

(i)

Seiae(’)dmita:a—i—b\/gﬁirdEZ,S m0d4bzw.a:%ﬂfﬁrdzl mod 4
mit a,b € Z. Aus der Berechnung der Norm N («) erhalten wir fiir beide Félle die
Kongruenz

a2 =db®> mod p.

Wire b % 0 mod p, so wire (%) = 1. Es muss daher b = 0 mod p, also auch a =0

mod p gelten. Daraus folgt p | @ und p | b und daher p | a.

Sei d gerade. Dann ist 2 | d = v/d - V/d, aber 2 { v/d und daher ist 2 nicht prim in
Og.

Sei d =3 mod 4, also d = 3,7 mod 8. Dann haben die Elemente in Oy die Form
z4+yVdmit z,y € Z und es gilt 2| 1 —d = (1 —+/d)(1+V/d), aber 2414 +/d und
daher ist 2 nicht prim in Q.

Seid =1 mod 4, also d = 1,5 mod 8. Dann haben die Elemente in Oy die Form

z= %‘/3 mit z,y € Z mit der Norm
7\ 2 y 2 2 y2 1 5 5
Vo= (5) ~a(3) =5 - - e g
Fir d =1 mod 8, also 8 | 1 —d gilt sicher 2 | 3¢ = (I_T‘/g)(l"'z‘/g), aber 2{%‘/&

und daher ist 2 nicht prim in Q.

Im Fall d = 5 mod 8 muss zuvor die Norm N(z) untersucht werden. Sind z,y
beide ungerade, dann wire 22 — dy? wegen (5)) teilbar durch 8, also z? = dy?
mod 8. Das ist aber wegen (%) = (%) = —1 nicht moglich, daher sind z,y beide
gerade. Daraus folgt 2 | 22 — dy? und es gilt 2 | 2.

Seien nun «, € Oz und 2 | af, das heifit 2 | N(a)N(5). Aus dem gerade gezeigten
Zusammenhang ergibt sich daher sofort 2 | & oder 2 | 8 und daher ist 2 prim im
Ganzheitsring O,.

Aus p | d folgt p | v/d-+/d. Es gilt nach Definition p { v/d und daher ist p kein

Primelement in Og.

Sei (%) = 1, also 2 = d mod p fiir ein 2 € Z. Dann folgt aus p | 22 —d =
(z 4+ Vd)(z — /d) aber wegen p { z ++/d sofort, dass p kein Primelement in Oy ist.
Sei (%) = —1 und seien «a, f € Oy, sodass p | aff mit a = a+bv/dund 8 = r+svd,
wobei a,b,r, s € Z.

Aus p | ap folgt p | N(a)N(f3). Weil die Primfaktorzerlegung in Z eindeutig ist,
folgt daraus p | N(a) oder p | N(B). Gelte p | N(«a), sodass p | a® — db*. Wire

b # 0 mod p, dann miisste d ein Quadrat mod p sein, was wegen (%) = —1zu

einem Widerspruch fiihrt. Es gilt daher b = 0 mod p und daher p | @ und daher
ist p ein primes Element in O,.
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15, S. 3.7] [7, S. 225] [9, S. 105] 0

Es konnen also mithilfe des Legendre - Symbols nach (i) diejenigen Primzahlen p € Z
bestimmt werden, die nach Lemma m prim in Q4 bleiben, also den Typ (I) haben.
Weiters kénnen wir aus (77) sofort ablesen, ob die Primzahl 2 im euklidischen Ganzheits-
ring ein Primelement bleibt.

Forster [5], [7] hat das Legendre - Symbol in Zusammenhang mit der Idealtheorie und der
Diskriminante des Ganzheitsrings Oy gesetzt und kommt zu einem noch detaillierteren
Ergebnis. In dieser Arbeit werden diese nur angefiihrt. Die umfangreichen Beweise zu
den Aussagen kénnen in den Originalwerken nachgelesen werden.

3.3.5 Teilbarkeit in allgemeinen quadratischen Zahlkorpern mit nicht not-
wendig faktoriellem Ganzheitsring Oy

Sei fiir die folgenden Ausfihrungen Q(\/&) ein quadratischer Zahlkoérper mit nicht not-
wendig faktoriellem Ganzheitsring Oy und zuléssigem d.
Wir erinnern uns an die Idealtheorie aus Kapitel und halten fest

Proposition 95. Sei I C Oy ein Ideal, aber kein Hauptideal. Dann ldisst sich jedes
solche Ideal I durch zwei Elemente «, 8 € Oy erzeugen.

Weiters kann der quadratische Zahlkorper Q(v/d) als zweidimensionaler Vektorraum
iiber Q betrachtet werden mit der bekannten Darstellung aus [73}

‘ Vd, falls d=2,3 mod 4
Oa=7Z+Zp m1th:{ HT\@’ falls d=1 mod 4

Seien weiter definiert

Definition 96. Zwei linear unabhingige Elemente p1, p2 € Q(v/d) heiBen Basis von
Q(V/d) iiber Q, wenn jedes Element von Q(v/d) in der Form a;p1 + agpe mit a1, as € Q
darstellbar ist.

Definition 97. Die Diskriminante D einer Basis p1, po € Q(v/d) mit den dazu kon-
jugierten Elementen pr, p2 sei definiert durch

2

p1 P1L
D(p1, := det .
(p1,p2) <p2 p2>

Die Diskriminante héngt nicht von der Wahl der Basis ab, das heiflt fiir jede weitere

Basis p, py € Q(v/d) gilt D(p1, p2) = D(p}, p). Die Diskriminante ist in Abhingigkeit
von d folgendermaflen aufgebaut:

Satz 98. Sei wie angegeben Q(v/d) ein quadratischer Zahlkorper mit Ganzheitsring O,.

Dann ist
4d, fir d=2,3 mod 4
D(Q(\/g)) =D(0q) = { d jzu'r d=1 mod4
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Mithilfe dieser Ausfiihrungen kann nun das Zerlegungsverhalten einer Primzahl p € P
im Ganzheitsring O, untersucht werden durch den folgenden

Satz 99 (Zerlegungsgesetz in allgemeinen quadratischen Zahlkérpern). Seip € P,p > 2
und (p) = pOy das von p erzeugte Hauptideal in Oq4. Dann gilt eine der drei Aussagen:

(i) p| D = Es gibt genau ein p enthaltendes Primideal P C Og4, namlich P = (p,/d).
Fiir das von p erzeugte Hauptideal gilt (p) = P2.

(i) (%) =1 & FEs emistiert ein x mit 2> =d mod p. = Es gibt genau zwei p enthal-

tende Primideale Py, P» C Og4, namlich P2 = (p,z + \/&) Fiir das von p erzeugte
Hauptideal gilt (p) = Py Ps.

(iii) (%) = —1 = (p) ist ein Primideal und p ein Primelement in Oy.
Fiir allgemeine Ganzheitsringe betreffend die Primzahl 2 halten wir fest
Satz 100. Seip =2 und (2) das erzeugte Hauptideal in O4. Dann gilt:

e 2| D genau dann, wenn D = 4d, also d = 2,3 mod 4 und analog dem allgemeinen

Fall (i) in Satz[99 gilt (2) = P2.
o (2) = PP, genau dann, wenn d =1 mod 8.

o (2) ist ein Primideal genau dann, wenn d =5 mod 8.

Zusammengefasst ergibt sich wenig iiberraschend dasselbe Zerlegungsverhalten fir eine
Primzahl p im Ganzheitsring O4, das wir bereits ohne den Zusammenhang mit quadra-
tischen Resten auf Seite [43| festgehalten haben. In diesem Fall konnen aber alle Ganz-
heitsringe eingeschlossen werden und das Zerlegungsgesetz muss nicht auf imaginéar-
quadratische, euklidische Ganzheitsringe eingeschrinkt werden:

Zerlegungsgesetz (fiir Primzahlen im Ganzheitsring O; mithilfe von quadra-
tischen Resten). Die Primzahl p € P ist im Ganzheitsring Oy mit Diskriminante D

o prim und hat Typ (I) genau dann, wenn (%) = —1 fiir p > 2 und genau dann,
wenn D =5 mod 8 fiir p = 2.

o verzweigt und hat Typ (R) genau dann, wenn p | D.

+ zerfallend und hat Typ (S) genau dann, wenn (%) = 1 fiir p > 2 und genau

dann, wenn D =1 mod 8 fiir p = 2.
Forster [5] geht noch einen Schritt weiter und berechnet im Ganzheitsring O_5 die triagen
und zerfallenden Primzahlen konkret mithilfe einer Umformung und Restklassen.
Bemerkung 101. Satz (99| fithrt das Zerlegungsgesetz und die Bestimmung der trigen,
verzweigten und zerfallenden Primzahlen auf die Berechnung des Legendre-Symbols (%)
zuriick. In Kapitel [5| wird das Legendre-Symbol im Zusammenhang mit der Reduktions-
theorie zu bindren quadratischen Formen ebenfalls verwendet um das Zerlegungsgesetz

im Ring der Eisensteinzahlen Z|w| aufzustellen und vollstdndig zu beweisen, jedoch ohne
die Verwendung von Satz [99
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3.4 Zusammenfassung

Die Ganzheitsringe Oq sind in Abhéngigkeit von d folgendermafien aufgebaut (siehe[73)):
O4 = Z[V/d] fiir d = 2 oder d =3 mod 4
Oy = {%‘\/a :a,b € Z,a - b gerade} fiir d =1 mod 4.

In imagindr-quadratischen Zahlkérpern haben die euklidischen Ganzheitsringe Oy die
Einheitengruppen :
{1} fird = -2 oder d < =5
O = {£1, £i} fir d = -1
{1, £934IV fiir g = —3

In imaginar-quadratischen Zahlkérpern sind die Ganzheitsringe Oy genau dann eukli-
disch, wenn d = —1,—2,—3,—7,—11 und haben die euklidische Normabbildung § =

[N ()] (77)-

In imagindr-quadratischen Zahlkérpern mit euklidischem Ganzheitsring Oy ist die Prim-
zahl p € P

« prim und hat Typ (I) genau dann, wenn |N(p)| = |N(q)| = p?. Insbesondere ist
p keine Norm eines Elements in Q.

« verzweigt und hat Typ (R) genau fiir ein p € P mit p = ¢? fiir ein primes ¢ € Oy.

o zerfallend und hat Typ (S) in allen anderen Féllen und es gilt p = q1¢2 fir die
Primelemente g1, q2 € Og und ¢ ¢ ¢o. Insbesondere ist p die Norm eines Elements
in Oy.

In quadratischen Zahlkérpern mit Ganzheitsring Oy ist die Primzahl p € PP

o prim und hat Typ (I) genau dann, wenn (%) = —1 fiir p > 2 und genau dann,
wenn D =5 mod 8 fiir p = 2.

o verzweigt und hat Typ (R) genau dann, wenn p | D.

o zerfallend und hat Typ (S) genau dann, wenn (%) = 1 fiir p > 2 und genau
dann, wenn D =1 mod 8 fiir p = 2.

4d, fird=2,3 mod 4

in Abhéngigkeit ihrer Diskriminante D(Oy) = { 4 fird=1 mod 4
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4 Arithmetik im Ring der Eisensteinzahlen Z W]

In diesem Kapitel soll die Arithmetik des Rings der Eisensteinzahlen genau analysiert
werden. Dabei werden zuerst die bereits kennengelernten Begriffe Teilbarkeit und Prim-
element in Bezug auf den euklidischen Ring analysiert und anhand von Beispielen dar-
gestellt.

Als Eisensteinzahlen werden jene Elemente betrachtet, die zu dem Ganzheitsring O_3
des quadratischen Zahlkérpers Q(y/—3) gehoren. Bereits in Satz 73| wurde gezeigt, dass

fiir alle d =1 mod 4, also insbesondere auch fir d = —3 gilt:
O_3 = {a—i_b% ta,b € Z,a— b gerade}

Anstelle der komplexen Formulierungen, die immer den Term /—3 = iy/3 enthalten,
vereinfachen wir die Schreibweise mithilfe der primitiven, dritten Einheitswurzel w? = 1
mit den Eigenschaften:

e w# lund w? # 1

e WHw+1=0

2mi

e W=¢€3 = —% + %\/ﬁ
Der Ganzheitsring O_3 ist nach Satz[73] ein Integritétsbereich und aufgebaut durch
O_3 =7 + Zw = ZL]w]

und alle Elemente z € Z[w] haben nach [73p) die Form z = z + yw mit z,y € Z und

4.1 Zw] ist euklidisch

Es wurde bereits in Abschnitt bewiesen, dass der Ganzheitsring Oy fiir d = —3
euklidisch ist. Nach Satz 55/ und Korollar [56| gilt ebenso, dass Z[w] Hauptidealring und
faktorieller Ring ist.

Im euklidischen Ring Z[w] gibt es wie im allgemeinen quadratischen Zahlkorper Q(v/d)
die Konjugationsabbildung o fiir ein Element z = x 4 yw. Sie ergibt sich aus dem
Zusammenhang w? + w + 1 = 0 und lautet:

o Zw] = Z[w],
T+ yw = T+ yw2
Das konjugierte Element wird auch als Z bezeichnet. Fiir die Normabbildung gilt:

Behauptung 102. Sei Zjw] 5 z = © + yw und N(z) = z-Z. Dann heifit N(z) die
Norm von z in Zlw]. Offensichtlich ist N(z) > 0 fir alle z € Z[w]. Weiter gilt: N(z) =
2?2 —xy+y? eN.

49



Beweis.

N(z)=z-Z=(z +yw)(z +yw?) =
=22+ TYw + :cyw2 + y2w3 =
=2 trywtay(—1—w)+y: =
=2? +ryw —axy —ryw +y: =

::cQ—:zry—i—yQ

Dieser Term ist fiir alle x,y € Z sicher > 0. O

Bemerkung 103. Der Absolutbetrag einer Eisensteinzahl |z| wird auch als die Lénge
von z bezeichnet und ist |z| = /N(z).

Re(z)

Abbildung 5: Herleitung der Lénge |z|

Beweis. Sei z = x + yw eine Eisensteinzahl mit x,y € Z. Dann ist nach Abbildung[5 der

Absolutbetrag durch Anwendung des Satz von Pythagoras |z| = vu? + v? fiir u,v € R.

Aus x+yw:x+y(—%+§i) :x—%+y'T\/§i werden u = x — 4 und v = yT\/g erhalten.

Durch Einsetzen in den obigen Term folgt

) -/31\2
- gt

2 32
:\/xg_my+y+y
(2)

4 4
= /22 — 2y + 12

JNG)
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Die Teilbarkeit in Z[w] ist analog zu allgemeinen Integritétsbereichen (siehe Definition
definiert als:

Definition 104. Seien z,c € Z[w]. Die Eisensteinzahl z heifit Teiler von ¢, falls es ein
m € Z[w] gibt, sodass z - m = c¢. Man schreibt z | c¢. ¢ heifit Vielfaches von z.

Bemerkung 105. Seien z,c¢ € Z[w],c # 0 und z | ¢, dann gilt N(z) | N(c).

Beweis. Aus z | ¢ folgt nach Definition, dass es ein m € Z[w] gibt, sodass ¢ = z - m. Da
¢ # 0 muss auch m # 0 gelten, also gilt sicher 1 < N(m). Und daraus folgt sofort

N(z) =N(z2)-1< N(z)-N(m) = N(c).
U

Ebenso analog zu allgemeinen Integritatsbereichen (siehe Definition definieren wir
im Ring Z[w]:

Definition 106. Ein Element d € Z[w] heifit groBter gemeinsamer Teiler (ggT) einer
Teilmenge M C Z[w], M # () oder der Elemente von M, wenn gilt:

o d|a fir jedesa e M
o d'|afirjedesae M =d|d

Aus Proposition [75] kennen wir bereits die Einheiten des Rings der Eisensteinzahlen,
namlich

1+v=3 1+4++v/=3 1—v/=3 1-+—3
2 ’ 2 ’ 2 ’ 2
= {L _17w> —w, OJ2, _w2}

Zw]" =0%3 ={1,-1, }

Wir werden uns noch kurz mit den Grundrechnungsarten im Ring der Eisensteinzahlen
beschéftigen. Aufgrund der Eigenschaften jedes Integritétsbereichs liegen die Ergebnisse
von Addition, Subtraktion und Multiplikation wieder in Z|w|. Dies wird gezeigt anhand:

Beispiel 107. Seien z = z + yw und t = u + vw mit z,y,u,v € Z \ 0.

Addition:
z+t=x4+ywtut+ow=(r+u)+ (y+v)w

Subtraktion:
z—t=z+yw—(ut+vw)=(z—u)+ (y — v)w

Multiplikation:
z-t= (x4 yw)(u+vw) =
= 2u + TVw + uyw + Yow? =
=zu+ (zv+uy)w + yv(—1 —w) =
= (zu — yv) + (zv 4+ uy — yv)w
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Fir das Durchfithren einer Division wird ein kleiner Trick verwendet, der bereits im
Beweis zu Bemerkung [67] verwendet wurde. Es wird mit dem konjugierten Element des
Nenners erweitert, um die nach Behauptung [102] sicher ganzzahlige Norm des Nenners
zu erhalten. Die Division ist nur im quadratischen Zahlkérper Q(w) = Q(1/=3) iiber
Z|w] moglich.

Beispiel 108. Seien z = 2 + yw und ¢ = u + vw mit z,y,u,v € Z \ {0}.
Division:
o rtyw  THyw u+ow?

t utow utow utow?

zu + Tvw?

2

— uyw + vyw3

uZ — uv + v?

(xu — xv 4+ vy) — (uy + 2v)w
N(t)

Beispiel 109. Zur Veranschaulichung lésen wir dazu eine einfache Aufgabe mit den
Zahlen 7 + 9w und 4 — 3w.

Addition:
74+ 9% +4—3w=11+ 6w
Subtraktion:
74+ 9w —(4—-3w) =3+ 12w
Multiplikation:
(7T+9w)(4 — 3w) =
=28 — 21w + 36w — 27Tw? =
=28+ 15w —27(—1 —w) =
=55+ 42w
Division:
T+9w T+ 9w 4 — 3uw? B
4—3w 4—3w 4-3w2

28 — 21w? + 36w — 27w’
B 16+ 12+9

B 12 4+ 57w
37

12,57
37 37"
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Offensichtlich liegt das Ergebnis dieser Division wie zuvor behauptet nicht mehr in Z[w],
sondern in seinem quadratischen Zahlkérper Q(v/—3).

In Analogie zu den ganzen Zahlen kann aber auch in Z[w] eine Division mit Rest durch-
gefithrt werden.

Satz 110 (Division mit Rest). Seien a,b € Zw] und b # 0.
Dann gibt es q € Z[w] und r € Z|w], sodass a = q-b+r und N(r) < @ gilt.

Beweis. Wir haben bereits in Satz in Kapitel gezeigt, dass Z|w] euklidisch ist, sowie
den Grofiteil der Behauptung allgemein fiir alle imaginar-quadratischen, euklidischen
Ganzheitsringe bewiesen. Zu zeigen bleibt die Aussage N(r) < 1 - N(b), was mithilfe der
Geometrie des aus den Eisensteinzahlen aufgebauten ebenen Gitters geschieht.
a ist ein Punkt in der Ebene der Eisensteinzahlen, deren Gitter, wie in Satz [77] gezeigt,
aus Parallelogrammen aufgebaut ist. Sei nun ¢-b der Gitterpunkt jenes Vielfachen von b,
das den kleinsten Abstand zu a hat (siche Abbildung m Alle weiteren Vielfachen von
b bilden zu diesem Gitterpunkt gleichschenklige Dreiecke mit der Lénge |b] = /N (b).
Die maximale Entfernung zwischen den beiden Punkten a und g - b ergibt sich aus der
Elementargeometrie, ndmlich als genau 2 - h = 2 - § -V N(b) = ? -V N(b).
Daher ist |r| = \/N(r) < /N(b) - g und da N(r), N(b) > 0 gilt sogar N(r) < N(b) - 3.
[16, S. 108]

O

q-b
Abbildung 6: maximale Entfernung von z zum Gitterpunkt ¢ - b

Anwendungen der Division mit Rest, insbesondere in Bezug auf das Finden eines ggT
mithilfe eines euklidischen Algorithmus werden in Abschnitt [£.3] gezeigt.
An dieser Stelle wird ein interessanter Zusammenhang zwischen dem Ring Z]w] und

®nach dem Vorbild von Abbildung 4.13 aus Weissman
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Z[v/—3] festgehalten. Dieser Zusammenhang ist fiir diese Arbeit von zentraler Bedeutung
und wird, angelehnt an Forster [6, 4.8], gegeben im folgenden

Satz 111. Zu jedem Element z € Z|w| gibt es ein assoziiertes Element in Z[/—3].

Beweis. Ein Element des Ganzheitsrings z € O_3 hat die Form %(:U—i—y\/—?)) mitz,y € Z
und x — y gerade.
Dann gilt entweder x =y mod 4 oder x = —y mod 4. Wir betrachten die Félle einzeln:

Fall 1: =y mod 4: Wir multiplizieren z mit der Einheit w:

z-wz%(:c%—y\/—i?))-%(—l—i—\/:?)

= i(—m —yvV=3+2v-3 - 3y)
= (- +3y) + (r = YV

Nach der Voraussetzung folgt daher fiir x,y:
r—y=0 mod4 und z+3y=0 mod4d= 2z weZV-3|
Fall 2: z = —y mod 4: In diesem Fall multiplizieren wir mit @ = w?:
1 1
z-w2 = §($+y\/_ 5(—1— \/—3:
1

= Z(—az—yﬁ—m/ﬁ%—&y)

= (et 3y~ (e +5)VD)

Nach der Voraussetzung folgt in diesem Fall fir z, y:

z+y=0 mod4 und —2+4+3y=0 mod4d= 2z weZV-3

4.2 Primelemente in Z[w]

Da der Ring Z[w] euklidisch ist, konnen wir die Begriffe irreduzibel und prim als &qui-
valent bezeichnen und definieren:

Definition 112. Sei ¢ € Z[w] \ Z[w]*. ¢ heifit prim, wenn gilt: ¢ = 2z -t = z €
Z|w]* oder t € Z[w]*.

Fiir prime Eisensteinzahlen gelten einige wichtige Zusammenhénge, die direkt aus Ab-
schnitt abgeleiten werden konnen. Insbesondere der Ubertrag der Primfaktorzer-

legung in euklidischen Ganzheitsringen, siehe Satz und Proposition |82, werden in
diesem Abschnitt eine grofle Rolle spielen.

Die Einheitengruppe des Rings O_3 enthélt nach Proposition [75] sechs Elemente und bil-

det in Multiplikation mit einem Primelement ¢ € O_3 eine Menge mit sechs Elementen,
die nach Abschnitt [3.3:2] als Primagon bezeichnet werden.
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4.2.1 Zusammenhang der Arithmetik von Z und Z[w]: Zerlegungsgesetz

Besonders interessant bei der Untersuchung des Rings der Eisensteinzahlen ist die Arith-
metik von Primzahlen. Ausgehend vom Ring der ganzen Zahlen sollen einige Figenschaf-
ten von Primelementen in Z[w], sowie die Zerlegung aller Elemente aus Z|w] in ihre Prim-
faktoren analysiert werden. Wir untersuchen also den Spezialfall d = —3 fiir die bereits
in Abschnitt hergeleiteten Zerlegungsgesetze. Der folgende Abschnitt orientiert sich
stark an Kapitel 4 aus “An illustrated theory of numbers” von Martin H. Weissman [16),
S. 991].

Seien fiir die folgenden Uberlegungen p € N eine Primzahl und ¢ € Z[w] eine prime
Eisensteinzahl. Im Folgenden wird untersucht, wie sich eine Primzahl aus N (bzw. der
Primelemente aus Z) in Z[w] verhdlt und umgekehrt. Dieses Verfahren wird als Lifting
und Lowering von Primelementen bezeichnet, mitdessen Hilfe ein konkretes Zer-
legungsgesetz fiir die Primelemente in jedem euklidischen Ring gefunden werden kann.
Dafiir stellen wir uns die Zahlenmengen als “Ebenen” vor, wobei die Ebene der Eisen-
steinzahlen hoher als jene der ganzen Zahlen liegt. Wie auch im allgemeinen quadrati-
schen Zahlkorper mit Ganzheitsring Oy werden die primen Elemente in die Typen (I),
(R), oder (S) nach Definition (86| eingeteilt.

a. Lifting von Primelementen aus Z

Sei p € Z und ¢ € Z|w]. Wir sagen p liegt unter g, wenn ¢ | p. Da p = p folgt diese
Teilbarkeit nur genau dann, wenn auch g | p gilt. Die Primzahl p liegt also nicht nur
unter ¢, sondern unter den beiden Primagonen von ¢ und ¢, also unter sechs oder sogar
zwolf primen Elementen aus Z[w] (vgl. Kap

Satz 113. Seien p € P und q € Z[w] und prim. Dann gilt genau eine der Aussagen:
(i) p ist eine prime Fisensteinzahl und hat Typ (I).

(7i) p ist reduzibel in Z[w] und hat Typ (R). Es ist p = qq, wobei q ~ q, sodass gilt
q=7-e,e€ ZLw|*. p liegt unter sechs primen Fisensteinzahlen.

(7ii) p ist reduzibel in Zlw| und hat Typ (S). Es ist p = qq, wobei q » G. p liegt unter
2wolf primen Fisensteinzahlen.

Beweis.

Seien p € N und ¢ € Z[w] prim und gelte ¢ | p. Dann gibt es eine Zahl m € Z[w], sodass
p = gm und daher auch p = gm.

Fiir p? folgt daher p? = qgmm.

Aus 1 # qg € N und ¢7 | p?, folgt sofort qg = p oder qg = p?.

Sei qz = p?. Dann gilt mm = 1, also ist m eine Einheit und daher muss p selbst ei-

ne prime Eisensteinzahl vom Typ (I) sein und liegt auf seinem Primagon, das auch g
enthalt.
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Sei ¢q¢ = p. Dann kann p nicht Typ (I) haben, es muss also Typ (R) oder Typ (S)
vorliegen. Damit ist gg = p bereits die Zerlegung von p in Primfaktoren in Z[w] und p
liegt unter den Primagonen von ¢ und §.

Sei nun g ~ @, sodass ¢ = G - e. Dann liegen ¢ und § auf demselben Primagon und p hat
Typ (R). Andernfalls hat p Typ (S). O

Korollar 114. Wenn p unter q liegt, dann ist p ein Faktor von qq.

b. Lowering von Primelementen aus Z|w]

Wir sagen q liegt iiber p, wenn p | qg. Da ¢ = g folgt aus p | gg auch, dass g iiber p
liegt. Es liegen also die beiden Primagone von ¢ und g tber p.

Satz 115. Seien p € P, q € Z|w] prim und q liegt iber der Primzahl p. Dann ist genau
eine der beiden Aussagen erfillt:

(i) Das Primagon von q enthdlt die Primzahl p von Typ (I), sodass qG = p°.
(7i) q liegt iber einer Primzahl von Typ (R) oder (S) und es gilt gg = p.

Beweis.
Sei p € P und gelte p | ¢g. Aus Satz folgt, dass p eine prime Eisensteinzahl vom Typ
(I) ist oder dass p = r7 fiir ein primes r € Z[w] gilt.

Sei p prim in Z[w]. Dann folgt aus der Eindeutigkeit der Primfaktorenzerlegung (Propo-
sition , dass p = ¢q-e oder p=7q- e gilt. Da p = p sind dquivalent p | ¢ und p | g und
daher liegt p sicher auf dem Primagon von ¢ und hat Typ (I). Daher gilt auch qg = p?
und ¢ liegt iiber p und keiner weiteren Primzahl aus Z.

Sei p = rF fiur ein primes r € Z[w|. Dann ist ¢g ein Vielfaches von r7. Aus der Ein-
deutigkeit der Primfaktorenzerlegung folgt aber auch, dass r = ¢ - e oder r = G - e gilt.
Damit gilt p = r7 = ¢q und p ist der einzige Primfaktor von ¢g. p hat Typ (R) oder Typ
(S). O

Korollar 116. Wenn p ein Faktor von qgq ist, dann ist q ein Primfaktor von p.
Aus der Zusammenfassung der beiden Korollare folgen weiter
Korollar 117. Wenn p unter q liegt, dann ist q ein Primfaktor von p.

Korollar 118. q liegt iiber p genau dann, wenn p unter q liegt.
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c. Das Zerlegungsgesetz fiir die Elemente aus Z|[w]

Durch das vorgestellte Verfahren des Lifting und Lowering von Primelementen wird auch
hier eine Unterscheidung in die Typen (I), (R) und (S) mdglich und kann fiir den Ring
der Eisensteinzahlen abgeleitet werden aus dem allgemeinen Fall in Abschnitt und
konkretisiert werden durch

Zerlegungsverhalten (fiir Primzahlen im Ring der Eisensteinzahlen Z[w] mit-
hilfe der Norm). Eine Primzahl p € N ist im Ring der Eisensteinzahlen Z]w| mit
Primelement ¢ € Z[w]

« prim und hat Typ (I) genau dann, wenn gilt N(q) = p?. Das Primagon indem
q liegt enthélt die ganze Zahl p sowie das zu ¢ konjugierte Element § und besteht
aus sechs primen Elementen aus Z|w].

o verzweigt und hat Typ (R) genau dann, wenn gilt N(¢) = p und ¢ ~ g. Das
Primagon indem ¢ liegt stimmt mit dem Primagon seines konjugierten Elements g
tiberein und enthélt sechs Elemente aus Z[w].

o zerfallend und hat Typ (S) genau dann, wenn gilt N(q) = p und ¢ » G. Das Pri-
magon indem ¢ liegt stimmt nicht mit dem Primagon seines konjugierten Elements
g uberein und p enthélt zwolf prime Eisensteinzahlen.

Dieses Gesetz gibt uns schon eine Auskunft iiber die Typen, aber erlaubt uns noch
keine konkrete Darstellung des Primelements ¢. Daher erarbeiten wir ein noch genaueres
Zerlegungsgesetz und starten mit

Proposition 119. 3 ist die einzige Primzahl vom Typ (R).

Beweis. Da wir bereits in Behauptung gezeigt haben, dass es in jedem imaginér-
quadratischen Ganzheitsring nur eine Primzahl vom Typ (R) gibt, miissen wir nur noch
zeigen, dass es ein primes Element ¢ € Z|w] gibt, sodass N(q) = p und ¢ ~ g. Wir wéhlen
q¢ = 1 — w. Das konjugierte Element ist § = 1 — w? = 24+ w und N(1 — w) = 3. Das
Primagon von ¢ tiber der Primzahl 3 enthélt die primen Elemente {1 — w, —1 4+ w,1 +
2w, —1 — 2w, —2 — w, 2 4+ w}, also auch sein konjugiertes Element g. ]

Die Primzahlen vom Typ (S) sind besonders interessant, da dabei weitere Primelemente
in Z[w] gefunden werden konnen. Daher untersuchen wir

Proposition 120. Sei p eine Primzahl und p # 3. Dann gibt es x,y € Z, sodass

p = x? — 2y +y? genau dann, wenn p eine Primzahl vom Typ (S) ist.

Beweis. Typ (R) ist wegen p # 3 bereits ausgeschlossen.

< Liegt Typ (S) vor, so gibt es ein iiber p liegendes primes Element ¢ = = + yw und
aus p = ¢q folgt p = 2 — xy + y>.

= Wenn p die Gestalt p = 22 — zy + vy fiir z,y € Z hat, dann kann p dargestellt
werden durch p = (z + yw)(z + yw) = (z + yw)(z + yw?). Sei ¢ = (v + yw), dann
gilt p = ¢g und p hat Typ (S).
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Da jedes Element des Rings Z[w] assoziiert zu einem Element in Z[\/—3] ist, kann be-
ziiglich der Norm fiir Primzahlen mit Typ (S) auflerdem festgehalten werden:

Korollar 121. Eine Primzahl p vom Typ (S) hat genau dann die Form x? — xy+y? mit
x,y € Z, wenn es u,v € Z gibt, sodass die Gleichung u®> + 3v? = p ebenso erfillt wird.

Beweis. Die Eisensteinzahl z = z + yw hat die Norm N(z) = 22 — zy + y?> = p nach
Behauptung Fiir den Ring Z[w]| gilt: Z[w] = Z[_l%m] = O_3 C Q(v/-3) und
daher kann auch mithilfe der Normdarstellung in allen quadratischen Zahlkérpern nach
Definition |69 gearbeitet werden und die Norm geschrieben werden als N(«a) = a? — db?,
also p = u? + 302, ]

Satz 122 (Satz uber quadratische Formen). Eine Primzahl p € Z kann genau dann als
x? — 2y +y? mit x,y € Z dargestellt werden, wenn p =3 oder p =1 mod 3.

Der Beweis dieses Satzes erfordert einen eigenen Abschnitt 5] zum Thema quadratische
Formen und wird daher auf Seite [74] nachgereicht.

Bei zerfallenden Primzahlen ist es interessant die Gestalt von ¢ und § direkt angeben zu
konnen. Direkt aus Korollar und Satz folgt

Korollar 123. Sei p =1 mod 3 eine Primzahl und p = qg mit q € Z[w]. Dann folgt
aus p = u? + 3v? mit u,v € Z die explizite Gestalt von q mit

=20+ (v—u)w.

Beweis. Sei ¢ =2v+ (v — u)w. Dann ist
q-G= N(q) = 4% — 20% + 2vu + v? — 2vu + u? = u? + 3v? = p. O

Die hier genannte Darstellung liefert nur jeweils ein Element jedes Primagons, das iiber
p liegt. Durch Multiplikation mit den Einheiten lassen sich die anderen Elemente schnell
berechnen. Dies wird in Abschnitt [£.3] zur Anwendung kommen.

Aus den gewonnenen Erkenntnissen kann nun endgiiltig ein detailliertes explizites Zer-
legungsgesetz fiir die primen Elemente in Z[w] aufgestellt werden:

Zerlegungsgesetz (fiir Primzahlen im Ring der Eisensteinzahlen). Eine Prim-
zahl p € P ist im Ring der Eisensteinzahlen Z|w]

e prim und hat genau dann, wenn p = 2 mod 3.
o verzweigt und hat Typ (R) genau dann, wenn p = 3.

o zerfallend und hat Typ (S) genau dann, wenn p =1 mod 3; das prime Element
iiber p = u? + 3v? hat die Form q = 2v + (v — u)w.
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Abbildung 7: Darstellung der Primzahlen der Typen (I), (R) und (S) am Zahlenstrahl

Die Darstellung dieses Zerlegungsgesetztes erfolgt mithilfe eines Zahlenstrahls (siehe
Abbildung 7).

Ebenso in Analogie zu Kapitel kann das Verhalten der Primzahlen im Ring Z[w]
auch mithilfe von quadratischen Resten untersucht werden. Eine erste einfache Anwen-
dung sei gegeben in

Korollar 124. Die Primzahl p = 2 bleibt prim im Ring der Fisensteinzahlen und hat
daher Typ (I).

Beweis. folgt direkt aus Satz[94] da —3 =5 mod 8. ]

Etwas detaillierter konnen wir das Zerlegungsgesetz von Seite [47] in Abhéngigkeit der
quadratischen Reste direkt auf den Ring der Eisensteinzahlen {ibertragen, wobei wir
zuerst die Diskriminante nach Satz[98 berechnen:

D=-3 fird=1 mod 4.

Damit kénnen wir bereits alle Elemente vom Typ (R) angeben, namlich jene p € P, fiir
die gilt p | D = —3, also p = 3.

Damit sind wir bereits fertig. Wiinschenswert wire es aber noch, die Primzahlen vom
Typ (I) und Typ (S) konkret angeben zu kénnen. Daher zeigen wir wie angekiindigt
die Methode von Forster [5] anhand unseres Beispiels. Dazu sei zuerst festgehalten,
dass Forster das Legendre-Symbol (%) mithilfe der quadratischen Reziprozitidt und

einiger weiterer Zusammenhénge betreffend der Diskriminante zu einer Darstellung in
Abhéngigkeit von den Restklassen ¢ mod D umformt, ndmlich

xp(a) == ]1;[1 <q]> :

¢; sind dabei die Primfaktoren von |D|. Es gilt p > 2 hat Typ (I), falls xp(a) = —1 und
Typ (S), falls xp(a) = 1. In unserem Fall ergibt sich die Primfaktorzerlegung |D| = 3.
Die moglichen (teilerfremden) Restklassen sind 1 und 2 und daher ergibt sich aus

D @

das bereits gezeigte Zerlegungsgesetz von Seite [58]
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4.2.2 Primzahltest in Z[w]

Satz 125 (Kleiner Satz von Fermat). Fir jede Primzahl p und jede dazu teilerfremde
ganze Zahl a gilt:
a?1'=1 modp

Fuler lieferte fiir diesen Satz einen kurzen Beweis durch vollstdndige Induktion. Dabei
werden der binomische Lehrsatz und die Eigenschaften des Binomialkoeffizienten ver-
wendet.

Beweis.

e a=1:a’ =a mod p
e a>1: Gilt a? = a mod p, dann gilt auch (a+1)? =a?+1=a+1 mod p.
O

Durch Umkehrung dieser Bedingung kann fiir jede Zahl n € Z getestet werden, ob sie
zusammengesetzt ist. Dabei orientieren sich die folgenden Ausfithrungen an Bundschuh
[3, S. 99f] und Forster [7, S. 73f].

Zuerst sei festgehalten, dass die Umkehrung des kleinen Satzes von Fermat leider nur
eine notwendige, aber keine hinreichende Bedingung bei der Untersuchung ist. Wir ver-
anschaulichen diese Aussage mithilfe von einem kurzen

Beispiel 126. Sei die zu untersuchende Zahl n = 645.
Offensichtlich ist die Zahl n keine Primzahl, weil sie sicher durch 3 und 5 teilbar ist.
Wir berechnen nun fiir zu n teilerfremde Zahlen a € Z:

a" ' =a* mod 645

Dabei liefern a = 2 = 2641 =1 mod 645 und a = 11 = 11 =1 mod 645 ein nicht
aussagekraftiges Ergebnis, ob n eine Primzahl ist.
Fiir @ = 7= 7% = 436 mod 645 ergibt sich ein anderes Ergebnis.

n—1 —

Das Beispiel verdeutlicht die Notwendigkeit der Bedingung a 1 mod n. Um nun
Primzahlen mit einer bestimmten Sicherheit bestimmen zu kénnen muss die Aquivalenz
also fiir unterschiedliche, teilerfremde a € Z wiederholt werden. Das fiihrt uns direkt zu

Algorithmus 127 (Fermat’scher Primzahltest). Wéhle eine ganze Zahl n.

Waiéhle eine zu n teilerfremde Basis ¢ mit 1 < a < n. Es gilt:

Wenn a” ! #1 mod n, dann ist n zusammengesetzt. Ansonsten erhilt man keine Aus-
sage.

Der Test wird fiir verschiedene Basen a wiederholt. Erhélt man immer das Ergebnis
“keine Aussage”, kann auf das Ergebnis “vermutlich Primzahl” geschlossen werden.
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Alle bekannten Primzahltests fiir die natiirlichen Zahlen haben eine kleine Unsicher-
heit oder sind in der Praxis nicht durchfiihrbar. In diesem Fall liegt die Unsicherheit
des Tests in den sogenannten “Fermatschen Pseudoprimzahlen”. Damit sind genau je-
ne natiirlichen Zahlen gemeint, die im Fermat’schen Primzahltest falschlicherweise zu
bestimmten Basen das Ergebnis “vermutlich Primzahl” liefern. Es gibt nur sehr wenige
Zahlen, die zu allen teilerfremden Basen a ein falsches Ergebnis liefern, die sogenannten
Carmichael-Zahlen: 561,1105, 1729, 2465, 2821, ... .

Es gibt durchaus Primzahltests, die eine weitaus geringere Unsicherheit haben, einige
davon sind in den angegebenen Quellen [3][7] nachzulesen.

In dieser Arbeit wird kein Primzahltest verwendet werden, der eine 100-prozentige Si-
cherheit bietet. Mit derselben Unsicherheit wie in den ganzen Zahlen kann aber fiir jedes
Element z € Z|w] tberpriift werden, ob vermutlich eine Primzahl vorliegt. Dazu miissen
wir den Fermat’schen Primzahltest fiir die Norm N(z) durchfithren, da nach Abschnitt
[4:277] jede prime Eisensteinzahl iiber einer Primzahl p liegen muss. Ein sicherer Test, der
auf den Ring der Eisensteinzahlen aus Z iibertragen werden konnte, ist der sogenannte
“A-K-S Test’ﬁ Darauf wird in dieser Arbeit aufgrund des Umfangs nicht weiter einge-
gangen.

Algorithmus 128 (Fermat’scher Primzahltest in Z[w]). Wéhle eine Zahl z = = 4+ yw
aus dem Ring der Eisensteinzahlen Z[w]. Berechne die Norm N(z) = 2% — 2y +y%. Wihle
eine zu N (z) teilerfremde Basis a € N mit 1 < a < N(z). Es gilt:

Wenn aV®)=1 £ 1 mod N(z), dann ist N(z) zusammengesetzt und z nicht prim in Z[w].
Ansonsten erhélt man keine Aussage.

Der Test wird fiir verschiedene Basen a wiederholt. Erhilt man immer das Ergebnis
“keine Aussage”, kann fiir N(z) auf das Ergebnis “vermutlich Primzahl” und damit fiir
z € Z[w] auf “vermutlich prim” geschlossen werden.

Eine konkrete Anwendung des Primzahltests wird im anschlieBenden Abschnitt durch-
gefiihrt.

Der Fermat’sche Primzahltest ist auch direkt in Z[w] ohne die Riickfithrung auf die Norm
moglich. Aufgrund des deutlich gréfleren Umfangs in der praktischen Durchfiihrung wird
auf diese Methode in dieser Arbeit verzichtet.

4.3 Beispiele und Anwendung
4.3.1 Anwendungen der Division mit Rest

In Satz wurde die Division mit Rest im Ring der Eisensteinzahlen bereits formal
gezeigt und bewiesen. Dabei sollen der Faktor ¢ € Z[w] und der Summand r € Z[w]
zu bekannten a,b € Zlw] gefunden werden, sodass a = ¢ - b + r gilt. Die praktische
Durchfiihrung lauft analog zu dem Mechanismus in Z ab:

SAGRAWAL, M., KAYAL, N., SAXENA, N.: PRIMES is in P. Departement of Computer Science &
Engineering, Indian Institute of Technology, Kanpur. 2003
abrufbar unter: https://www.cse.iitk.ac.in/users/manindra/algebra/primality_v6.pdf
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1. Fihre die exakte Division a : b durch.

2. Wihle den im Gitter der Eisensteinzahlen Z|w] néchstgelegenen Gitterpunkt ¢ zu
a:b.

3. Fiihre die Division mit Rest durch, um 7 zu finden.

Beispiel 129.
Fihre eine Division mit Rest der beiden Eisensteinzahlen ¢ = 7 + 9w und b = 4 — 3w
durch.

1. Die exakte Division liefert nach Beispiel das Ergebnis % + %w.

2. Wir wéhlen fiir den Realteil und den Imaginérteil die beiden néchstliegenden gan-
zen Zahlen fiir ¢q. In diesem Fall liefert das ¢ = 1 + 2w.

3. Die Division mit Rest 1duft nun analog zu Z ab:

(7T+9w): (4 —3w)=1....
(3 + 120)

(T+9w): (4—3w) =14+ 2w
3+ 12w
—3-2w=r

Das Ergebnis lautet (74 9w) = (1 + 2w) - (4 — 3w) + (=3 — 2w).
Zur vollsténdigen Veranschaulichung zeigen wir, dass auch N(r) < N (b)? erfillt ist:

N(r)=9-6+4=7<2136.= "

(b)
Letztlich wird noch die Probe durchgefihrt

(142w) (4 —-3w)+ (-3 —2w) =
(10 + 1w) + (-3 — 2w) =
(7T+9w) =a

Die bekannteste Anwendung der Division mit Rest in Z ist der euklidische Algorithmus
(siehe Algorithmus |62 und Behauptung . Ebenso kénnen wir im Ring der Eisenstein-
zahlen einen euklidischen Algorithmus definieren:

62



Algorithmus 130. Seien a,b € Z[w]. Wir fithren wiederholt eine Division mit Rest
durch, sodass wir eine Folge von Zahlen Z[w]| 3 ¢g;,1 < i < m + 1 mit i, m € N erhalten.
Die rekursive Darstellung der Folge lautet

go=a
g1=">
9In—1 = qn " gn +gn+1

Der Algorithmus bricht nach endlich vielen Schritten ab mit g,,+1 = 0.

Beweis. Der Beweis wird dquivalent zu jenem in den ganzen Zahlen gefiihrt:

Fir alle g; gilt, dass N(gn+1) < N(gn) - @ und ? < 1. Daraus folgt N(gn+1) < N(gn)
und da fiir die Norm nur positive Werte moglich sind, gibt es auch nur endlich viele
mogliche Schritte bis wir bei g, +1 = 0 ankommen. U

Behauptung 131. Der letzte Wert # 0 im Euklidischen Algorithmus g., ist der gréfite
gemeinsame Teiler der beiden Eisensteinzahlen a und b.

Beweis. Der Beweis der Behauptung kann direkt aus der dquivalenten Behauptung
in Z iibernommen werden. O

Im Ring der Eisensteinzahlen kénnen wir die Schreibweise des Algorithmus noch um
Einheiten erweitern zu:

In—1=0Gn " Gn " €n + Gn+1-

Beispiel 132. Finde mithilfe des euklidischen Algorithmus den grofiten gemeinsamen
Teiler der beiden Eisensteinzahlen a = —49 — Tw = gg und b = 28 + 22w = ¢;.

erste Division
Exakte Division: (—49 — 7w) : (28 + 22w) = 5221 + 2w
Bestimmen des Gitterpunkts: ¢ = -1+ w
Division mit Rest:

(—49—-Tw): (28+22w) =—-1+4w
— 21 + 15w
1+ 9w = g9

zweite Division
Exakte Division: (28 + 22w) : (1 4 9w) = =20 + =230y
Bestimmen des Gitterpunkts: go = 0 — 3w
Division mit Rest:

(28 +22w) : (1 4+ 9w) = —3w
1—2w=gj
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dritte Division

Exakte Division: (1 +9w) : (1 — 2w) = =22 + Lw
Bestimmen des Gitterpunkts: q3 = —2 + 2w
Division mit Rest:

(1+9w) :
3+ dw

(1-2w)=—-2+2w

—l-w=w?=g

vierte Division

Exakte Division: (1 — 2w) :
Bestimmen des Gitterpunkts: ¢4 = 2 + 3w

(-1 —w)=2+43w

Letzter Wert, im Euklidischen Algorithmus: g5 = 0

Damit ist der euklidische Algorithmus abgeschlossen und mit g4 = —1 — w = w? ist der
grofite gemeinsame Teiler von ¢ = —49 — 7w und b = 28 + 22w gefunden. Damit sind a

und b sogar teilerfremd.

4.3.2 Anwendungen zur Primzerlegung

Das Zerlegungsgesetz und die Gestalt von ¢g aus Abschnitt erlaubt uns eine Dar-
stellung der Primzahlen bis 100 in Eisensteinzahlen. Im ersten, einfachen Schritt wird

der Typ jeder Primzahl bestimmt.

2=2 mod 3
3=0 mod 3
5=2 mod 3
7=1 mod 3
11 =2 mod 3
13=1 mod 3
17=2 mod 3
19=1 mod 3
23 =2 mod 3
29 =2 mod 3
31=1 mod 3
37=1 mod 3
41 =2 mod 3

Nun wenden wir den zweiten Schritt des Zerlegungsgesetzes an. Wir bestimmen die
explizite Gestalt von ¢g der verzweigten Primzahlen mit Typ (S). Wir sehen uns das

Typ (I)

43=1
47=2
53 =2
59 =2
61=1
67=1
71 =2
73=1
79 =1
83 =2
89 =2
97 =1

mod 3
mod 3
mod 3
mod 3
mod 3
mod 3
mod 3
mod 3
mod 3
mod 3
mod 3
mod 3

Verfahren anhand der Primzahl 37 im Detail an:

Beispiel 133.

1. Finde ganzzahlige Losungen der Gleichung 37 = u? + 3 - v2.
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37 =5%43.2?
37 =(5+2vV=3)(5 - 2v/-3)

2. Wandle die Darstellung in ein Element aus Z|w| der Form z = x 4+ yw um.

T =2v und y =v —u
r=2-2=4undy=2-5=-3

Damit haben wir die primen Elemente ¢ = 4 — 3w und § = 4 — 3w? = 7 + 3w gefunden.

Das Verfahren liefert jedoch nur zwei der zwolf primen Eisensteinzahlen die iiber der
Primzahl 37 liegen. Um die anderen zehn primen Elemente zu erhalten miissen ¢ und g
jeweils mit den Einheiten multipliziert werden, sodass wir in diesem Fall folgende zwolf
Elemente erhalten:

(4 = 3w), (—4 + 3w), (B34 Tw), (=3 — Tw), (=7 — 4w), (7 + 4w),
(74 3w), (=7 — 3w), (-3 + 4w), (3 — 4w), (—4 — Tw), (4 + Tw)

Das Verfahren lauft fiir alle anderen Primzahlen von Typ(S) dquivalent ab und liefert
eine vollstandige Tabelle. Auf die Multiplikation mit den Einheiten und die Angabe aller
Primelemente iiber den Primzahlen sowie auf die erneute Angabe der Primzahlen vom
Typ (I) wird aus Platzgriinden verzichtet.

3=0 mod3 | Typ (R) | (1 —w), (24 w)

7=1 mod3 | Typ (S) | (2—w),(3+w)
13=1 mod3 | Typ (S) | 4+ w),(3—w)
19=1 mod 3 | Typ (S) | (2 —3w),(5+w)
31=1 mod 3 | Typ (S) | (6+w),(5b—w)
37=1 mod 3 | Typ (S) | (4 —3w), (7 + 3w)
43=1 mod 3 | Typ (S) | (6 —w),(7T+w)
61=1 mod 3 | Typ (S) | (4 —5w), (9 + 5w)
67=1 mod 3 | Typ (S) | (2—Tw), (9 + Tw)
73=1 mod 3 | Typ (S) | 8 —w),(9+w)
79=1 mod 3 | Typ (S) | (10 + 3w), (7 — 3w)
97=1 mod 3 | Typ (S) | (8 = 3w), (11 + 3w)

Oliver Knill lehrt an der Harvard University am Department of Mathematics und hat
die primen Eisensteinzahlen auf besonders eindrucksvolle Weise dargestellt (siche Abbil-

dung ﬂ

Die Liste lédsst sich unendlich erweitern. Gerade deshalb ist es auch in den Eisensteinzah-
len von besonderer Bedeutung, dass wir einen Primzahltest durchfithren kénnen. Dieser
gestaltet sich, wie bereits in Korollar [128] gezeigt, duBerst einfach.

Tabrufbar unter: https://people.math.harvard.edu/~knill/primes/eisenstein.html
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Abbildung 8: Abbildung der primen Eisensteinzahlen von Oliver Knill

Beispiel 134.

 Fiihre den Fermat’schen Primzahltest in Z[w] fiir das Element z = 5 — 2w durch.
N(z)=5%2+5-2+22 =39
Wihle teilerfremdes a € N,;a < N(2): a = 2.
238 = 274877906944 = 4 mod 39 Z 1 mod 39
Daraus folgt bereits, dass 39 eine zusammengesetzte Zahl ist und z kein primes
FElement der Eisensteinzahlen ist.

o Fiihre den Fermat’schen Primzahltest in Z[w] fiir das Element z = 11 — 9w durch.
N(z) =112 +11-9 4 9% = 247
Wihle teilerfremdes a € N,a < N(2): a = 2.
2246 —1,13.10™ =) 220 mod 247 # 1 mod 247 (Y Berechnung mit Technologieeinsatz
Daraus folgt, dass 247 eine zusammengesetzte Zahl ist und z kein primes Element
der Eisensteinzahlen ist.

 Fiihre den Fermat’schen Primzahltest in Z[w] fiir das Element z = 7 — 6w durch.
N(z)=T*+7-6+6% =127
Wihle teilerfremdes a € N,;a < N(2): a = 2.
2126 =8 06-10%" =1 mod 127
3126 —1,31-10% =1 mod 127
5126 — 1,18 -10%8 =1 mod 127

Daraus folgt, dass 127 vermutlich eine Primzahl ist und das Element z = 7 — 6w €
Z[w] vermutlich prim ist.

Bei kleinen Werten fiir IV (z) ldsst sich der Primzahltest sehr schnell durchfiithren und das
Ergebnis als “sicher prim” angenommen werden, da die Carmichael-Zahlen bis 100.000
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bekannt und tiberschaubar sind. Bei sehr grofien N(z) kann die Sicherheit des Ergebnis-
ses mithilfe weiterer Primzahltests erhéht werden.

Abschlieflend wird nun die Faktorisierung in Primfaktoren im Ring Z[w] durchgefiihrt.
Dazu definieren wir:

Algorithmus 135. Sei m € Z[w].

1. (nur fir sehr grofie m notwendig) Fihre den Primzahltest fur m durch. Erhélt man
als Ergebnis “keine Primzahl”, kénnen die weiteren Schritte durchgefiihrt werden.

2. Berechne die Primfaktorzerlegung fiir N(m) € Z, sodass

N(m)=pi* -p3?---pyr, mit p;€eP, 1<i<n undi,n,seN.

3. Fiihre die Primfaktoren auf prime Eisensteinzahlen zuriick. Dabei gilt:

a) Ist p® in der Primfaktorzerlegung von N(m) enthalten und p eine Primzahl
vom Typ (I). Dann enthélt die Primfaktorzerlegung von m in Z[w| den Prim-
faktor p genau $-Mal, also den Faktor p3.

b) Ist p eine Primzahl vom Typ (S) oder (R). Dann ist in der Faktorisierung von
m € Z|w]| eines der iiber p liegenden primen Elemente g oder § enthalten.

Beweis. Die Bedingungen 3.a) und 3.b) miissen noch bewiesen werden. Sei dazu wie
angegeben m € Z[w] und nicht prim. Sei weiter mit N(m) = p; - p2 - - - p, eine Primfak-
torenzerlegung fiir die Norm in den ganzen Zahlen gefunden. Die Bedingungen folgen
direkt aus der Definition der Norm und dem Zerlegungsgesetz fiir Eisensteinzahlen. Sei
m=q1-q2---qn n € N die Primfaktorzerlegung von m. Dann ist

N(m)=m-m =
qQ1q2  qn-q1 g2 " qn =
q1q1 * 9242 * * - GnGn =
P1-D2Pn

Damit ist b) bereits gezeigt. Fiir a), also Primzahlen vom Typ (I) gilt, dass N(p) = p°.

Also gilt fiir N(p2) = p%Q = p%s = p°.
O

Ebenso wie in allen anderen euklidischen Ringen gilt auch hier, dass die Darstellung
einer Eisensteinzahlen in Primfaktoren bis auf die Reihenfolge und Multiplikation mit
Einheiten eindeutig ist.

Beispiel 136.

e Gib die Primfaktorenzerlegung der Zahl m = 12 — 27w an.
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1. N(m) = 1197 und 2119 =256 # 1 mod 1197
2. N(m)=1197=3%.7-19
3m=>1-w)? (2—w) (2—3w)

e Gib die Primfaktorenzerlegung der Zahl m = —124 + 94w an.

1. N(m) = 35868 und 235867 = 30944 # 1 mod 35868
2. N(m) = 35868 =22-3-72.61
3.m=2(1-w) (2-w)? (4—>5w)

Alle gezeigten Anwendungen sind sowohl direkt im Ring der Eisensteinzahlen als auch
iber die Normabbildung moglich.
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5 Binire quadratische Formen

5.1 Grundlagen

Fiir den Beweis von Satz[122| wird einiges an Vorwissen tiber binére quadratische Formen
benétigt, das nicht vorausgesetzt werden kann und daher in Anlehnung an Kapitel 3 aus
“Advanced Number Theory with Applications” von Richard A. Mollin [12, S. 97f] hier
gegeben wird. Dabei wird das Hauptaugenmerk auf positiv definiten Formen liegen, sowie
auf dem fiir den Beweis relevanten Fall f(z,y) = 2% — 2y + y>.

Definition 137. Es sei definiert f(z,y) = ax® + bzy + cy? mit a,b,c € Z. Dann heifit
f(x,y) eine ganzzahlige bindre quadratische Form. Weiter heifit eine bindre qua-
dratische Form primitiv, wenn gg7T(a,b,c) = 1.

Zur einfacheren Notation wird anstelle der vollstédndigen quadratischen Form auf die

Variablen verzichtet und f als Tripel (a, b, ¢) notiert.

Definition 138. Je zwei quadratische Formen f(x,y) und g(x,y) heiflen dquivalent (
f~g),wennes p,q,r s €Z mit ps — qr = 1 gibt, sodass

f(z,y) = g(px + qy, rz + sy).
Kann eine ganze Zahl n mithilfe der quadratischen Form f(z,y) ausgedriickt werden,

alson = f(z,y), und ist gg7'(x,y) = 1, so heifit n eine durch f(z,y) repréasentierte Zahl.

Bemerkung 139. Die oben definierten dquivalenten Formen werden im Allgemeinen
als “eigentlich dquivalent” bezeichnet. Gibt es fiir die Formen f und g eine Transfor-
mation mit ps — qr = —1 heiflen sie “uneigentlich aquivalent”. Dieser Fall wird in der
vorliegenden Arbeit nicht beno6tigt und aufgrund der besseren Lesbarkeit wird daher auf
die Unterscheidung génzlich verzichtet.

Selbige Unterscheidung gibt es bei (eigentlich) repriasentierten Zahlen, die im nachfol-
genden Lemma [140] besprochen werden. Auch hier wird aus Grinden der Einfachheit auf
den “uneigentlichen” Fall verzichtet.

Lemma 140. Aquivalente Formen reprisentieren dieselben ganzen Zahlen.

Beweis. Seien f(z,y) und g(X,Y) dquivalente Formen nach Defintion [138, also X =
pr +qy und Y = rx + sy. Dann ldsst sich aus der Bedingung ps — ¢gr = 1 durch einfache
Umformungen der Zusammenhang x = sX — qY und y = —rX + pY herleiten, ndmlich:
sX —qY = s(pz + qy) — q(rz + sy)
= spx + sqy — qrx — qsy
=z(sp—qr)=s-1==x
—rX +pY = —r(pz + qy) + p(re + sy)
= —rpr —TrqYy + prr + psy
=y(-rq+ps)=y-1=y
Aufgrund dieses Zusammenhangs gilt g¢g7'(x,y) = 1 genau dann, wenn auch gg7'(X,Y) =
1 gilt und damit ist die Behauptung gezeigt. O
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Damit kann eine erste wichtige Beziehung zwischen repréasentierten Zahlen und dquiva-
lenten Formen festgehalten werden.

Proposition 141. Sein € Z und f(z,y) eine ganzzahlige, bindre quadratische Form.
Es gilt n = f(x,y) genau dann, wenn es eine zu f(x,y) dquivalente quadratische Form
der Gestalt nX? + Bxy + Cy? mit B,C € Z gibt.

Beweis.

“<" Sei h = nX?+ Bry + Cy? eine zu f(z,y) dquivalente Form. Fiir 2 =1 und y = 0
wird n durch die quadratische Form h représentiert und nach Lemma [140| muss
jede dquivalente Form ebenfalls n représentieren, also n = f(z,y).

“=" Schreibe f(z,y) = az®+bry+cy?. Sei nun f(p,q) = n mit p,q € Z und ggT(p,q) =
1. Dann existieren die ganzen Zahlen r, s mit ps — gr = 1. Wir definieren die zu f
dquivalente Form g := f(pz+ry, gz+sy) und schreiben g(z, y) = Az?+ Bry+Cy?.
Fiir die Koeffizienten A, B und C gilt dann:
9(x,y) = alpz +ry)* + b(pz + ry)(gz + sy) + (g + sy)*
= a(p*x? + 2przy + r2y%) + b(pgx® + psxy + qray + rsy?) + c(Pa? + 2qszy + 5°y?)
= 22 (ap® + bpq + ¢¢*) + xy - (2apr + bps + bqr + 2cqs) + y? - (ar? + brs + ¢s?)

also

A = ap® +bpq + c¢*

B = 2apr + bps + bqr + 2cqs
C = ar® + brs + cs®

Dan = f(p,q) = ap® + bpq + c¢® folgt n = A, das heifit ¢ ist die gesuchte
quadratische Form.

d

Definition 142. Es sei definiert D := b% — 4ac fiir f(z,y) = ax?+bxy+ cy?. Dann heifit
D die Diskriminante der quadratischen Form f.

Weiter heifit f indefinit, falls D > 0, negativ definit fiir D < 0,a < 0 und positiv definit
fir D < 0,a > 0.

In allem Weiteren werden wir uns auf positiv definite Formen beschrinken. An dieser
Stelle sei auch die bereits bekannte Definition einer Diskriminante einer Basis eines
quadratischen Zahlkorpers[07 aus dem Kapitel iiber quadratische Reste erwihnt, die als
adquivalent zu betrachten ist.

Bemerkung 143. Aquivalente Formen haben dieselbe Diskriminante.

Beweis. Im Beweis zu Proposition wurden bereits die Koeffizienten A, B, C' berech-
net. Aus einer weiteren einfachen Rechnung erhalten wir die Gleichheit der beiden Dis-
kriminanten B? — 4AC = (b* — 4ac)(ps — qr)? = (b — 4ac). O

Definition 144. Sei D = 0 mod 4 bzw. D = 1 mod 4. Dann heiflen (1,0, —%) bzw.
(1,1,—2:1) Stammformen der Diskriminante D.
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5.2 Reduktionstheorie positiv definiter, quadratischer Formen

Definition 145. Die positiv definite, quadratische Form f(z,y) = az?+bzy + cy? heiBit
reduziert genau dann, wenn gilt:

(i) ol <a<e
(ii) || =aodera=c= b>0

Die Anzahl hp der Klassen von primitiven, positiv definiten Formen mit Diskriminante
D ist endlich und entspricht genau der Anzahl an redzuzierten Formen mit Diskriminante
D.

Satz 146. Jede positiv definite Form ist dquivalent zu genau einer reduzierten Form.

Beweis. Sei f(z,y) = ax? + bxy + cy? eine binire quadratische Form und positiv definit.
Sei n die kleinste positive ganze Zahl, die durch f repréasentiert wird. Dann gibt es nach
Proposition eine quadratische Form ¢(X,Y) = nX? 4+ BXY + CY? mit B,C € Z,
die dquivalent zu f ist.

Fiir ein z € Z ergibt die Transformation X = x — zy, Y = y die quadratische Form

h(z,y) = nz® + (B — 2nz)xy + (nz? — Bz + C)y*.
Sei z die néchstgelegene ganze Zahl zum Quotienten %, also

1_B 1
2 5o 709

= -n<B-2nz<n und |B-2nz|<n

Wir setzen by = B —2nz und ¢; = nz? — Bz+ C und erhalten h(x,y) = na? +biazy+ c1y?
mit [b;| < n.

h ist dquivalent zu f und ist ebenfalls positiv definit (wegen f ~ g und n > 0). Da ¢;
mit x = 0,y = 1 von ¢ repriasentiert wird ist ¢; > n. Damit ist gezeigt, dass f dquivalent
zu einer reduzierten Form ist. Nun ist noch zu zeigen:

Lemma 147. Je zwei dquivalente, reduzierte Formen sind ident.

Beweis. Sei f(x,y) ~ g(X,Y) mit X = px +qy,Y = rx + sy und ps — gr = 1. Dann
sind die Koeffizienten A, B, C' nach Proposition berechnet durch

A= ap® + bpr + cr?
B = 2apq + bps + bgr + 2crs
C = aq® + bgs + cs*

Sei 0.B.d.A @ > A und wegen D < 0,a > 0 auch |b| < a < c. Fiir A gilt daher

A = ap® — bpr + cr? > ap® — |bpr| + cr?
> ap? — |bpr| + ar® = a(p* —r®) — [bpr|
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Da weiter p? + r2 > 2|pr| folgt
a(p® +1? — |bpr| = 2alpr| — |bpr| > alpr| also A > alpr|.

Aus der zuvor getroffenen Annahme a > A folgt |pr| < 1.

Falls [pr| =0: A=ap? +bpr + cr? > ap®> +ar? = a(p®> +1*) > a=a = A,

Falls [prl=1:A>a= A=a.

Nun ist noch b = B zu zeigen. Die Gleichheit C' = ¢ folgt anschliefend sofort aus der
Gleichheit der Diskriminanten Dy = D,.

Fall 1: Sei ¢ > C. Dann ist ¢ > a weil C > A = a. Ware |pr| = 1 so folgt aus Gleichung
|§| sofort der Widerspruch cr? > ar? = A > a. Es muss daher |pr| = 0 gelten. Wiire
p = 0 folgt aus Gleichung [6] sofort erneut der Widerspruch A > a, also muss r = 0
gelten. Aus ps—qr = 1 folgt ps = 1 und weil g reduziert ist wissen wir |B| < A =a
und erhalten —a < |B| — |b| < a. Wir setzen alle bekannten Komponenten ein und
erhalten aus B = 2apq + b die Folgerung ¢ = 0 und B = b.

Fall 2: Sei ¢ < C'. Der Fall wird analog zum ersten Fall mit vertauschten Rollen fiir a, b, ¢
bzw. A, B, C bewiesen.

O
Damit ist Satz vollstandig bewiesen. O

Beispiel 148. Eisensteinzahlen vom Typ (S) haben nach Kapitel die Gestalt p =
22 — 2y + y? = f(x,y), was einer primitiven, ganzzahligen biniren quadratischen Form
mit Koeffizienten (1,—1,1) entspricht.

Die Diskriminante ist D = b*> — 4ac = (—1)? —4-1-1 = —3 und die Form daher positiv
definit.

Die Stammform zur Diskriminante D = —3 =1 mod 4 ist gegeben durch g = (1,1, 1),
was auch eine reduzierte Form der Diskriminante D ist. Genauer gesagt ist g die einzige
reduzierte Form zu Diskriminante D = —3, da die Gleichung —3 = b? — 4ac unter den
Voraussetzungen von Definition in Z keine weitere Losung hat. Damit ist h_3 = 1.
Insbesondere ist daher f ~ g.

Quadratische Formen stehen in engem Zusammenhang mit quadratischen Resten und
kénnen deshalb unter anderem mithilfe des Legendre-Symbols genauer strukturiert wer-
den.

Proposition 149. Sei D € Z mit D = 0,1 mod 4 und n € Z ungerade und teilerfremd
zu D. Es existiert eine quadratische Form f der Diskriminante D, die n reprisentiert
genau dann, wenn (%) =1.

Beweis.

“=" Sei die quadratische Form f(z,y) primitiv und n € Z durch f reprisentiert, dann
gilt nach Proposition o. E. f(x,y) = nz? + bry + cy? und daher D = b? — 4nc.
Damit ist D ein quadratischer Rest modulo n.
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“<" Sei D = b*> mod |n| und wie angegeben n ungerade. Dann kénnen wir falls not-
wendig b durch b+ n ersetzen, wodurch D und b entweder beide gerade oder beide
ungerade sind. Mit D = 0,1 mod 4 folgt daher, dass D = b*> mod 4|n|. Dann
gibt es ein m € Z, sodass D = b* — 4mn, also die Diskriminante einer Form
f(x,y) = naz? +bxy+my? entspricht. f reprisentiert n durch (1,0) und wegen der
Teilerfremdheit von n und D gilt ggT'(n,b,m) = 1 und f ist primitiv.

O
Damit wurden die wichtigsten Voraussetzungen allgemein gezeigt. Abschlielend wird der

konkrete Fall D = —3 =1 mod 4 noch ndher ausgefiihrt und die folgenden Zusammen-
hénge aus Forster [0, S. 4.7] und Mollin [12, S. 148f] verwendet.

Lemma 150. Sei a € Z. Dann gilt fiir das Quadrat a® eine der beiden folgenden Be-
dingungen:

e a>=0 mod 3

e a>=1 mod 3

Es folgt fir m € Z,31m:

((?)zl@mzl m0d3> :><7Z;)Em mod 3.

Beweis. Sei a € Z und n € N.

Wenn |a| =0 mod 3, dann ist |a|> = (3n)? = 9n? = 3(3n?) =0 mod 3.

Wenn |a| =1 mod 3, dann ist |a]? = B3n+1)2 =92 +6n+1=3Bn2+2n)+1=1
mod 3.

Wenn |a| =2 mod 3, dann ist |a|> = (3n+2)2 = 2 +12n+4 = 3(3n2+4n+1)+1=1
mod 3. g

Lemma 151. Sei p prim und ungerade. Dann gilt: (%) = (%) . (_71)

Beweis. Der Beweis folgt sofort aus der Definition des Legendre-Symbols und der qua-
dratischen Reziprozitit, sowie aus Lemma [T50}

3 — — —
() (p) = (_1)W = (—1)% (Quadratische Reziprozitét)

P 3
p +1, wennp=1 mod 3
(3) - { —1, wenn Z =2 mod 3 (nach Lemma [150)

= (2) = (5) -(—1)% = <§) . (_pl) (1. Ergdnzungssatz)

Proposition 152. Sei p prim und p > 3. Es gilt (%) = 1 genau dann, wenn p = 1
mod 3.

O]
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Beweis.

“=7 Es gilt (_—) = <%) . (_1) = 1 genau dann, wenn beide Terme 1 oder beide —1.

(%) = (8) - (_71 1 gilt ebenfalls genau dann, wenn beide Terme 1 oder

beide —1. Aufgrund der Voraussetzung (%) = 1 muss nur der positive Fall
untersucht werden:

(%)zl@pzl mod 3 und (%)zl@pzl mod 4, also p=1 mod 12.

Fall 2: (g) — —1und (—?1) -1

(%) = (%) . (_71) = —1 gilt wegen der Voraussetzung genau dann, wenn
(h) =1
() =14 p=1 mod3 und (%) = -1 p=3 mod4, also p= -5
mod 12

In Summe gilt also p =1 mod 12 oder p = —5 mod 12 und daher in jedem Fall
p=1 mod 3.

“«<” Folgt sofort aus Lemma [I50] und Lemma
O

Zuletzt wird der endgiiltige Beweis fiir das Zerlegungsverhalten der Primelemente in den
Eisensteinzahlen fertiggestellt:

Beweis zum Satz iiber quadratische Formen [123,
7Zu zeigen ist die Aussage: Die Primzahl p € Z kann genau dann als 2 — zy + y? mit
x,y € Z dargestellt werden, wenn p = 3 oder p =1 mod 3.

Sei zunéchst p # 3,p € P.
p=1 mod 3 @ (_?3) =1 @ Es existiert eine bindre quadratische Form f mit Diskri-
minante D = —3 und f reprasentiert p.
@p wird wegen h_3 = 1 durch genau eine reduzierte quadratische Form, ndmlich durch
g = 22 + zy + y?, repriisentiert.

h reprisentiert p, da fiir h = 22 — xy + y? gilt h ~ g mit den Transformationskoeffi-
zienten p=s=0,q=1,r = —1.
M2 £ existiert z = & + yw € Z|w] mit x,y € Z, sodass N(z) = N(z + yw) = p.

SchlieBlich wird p = 3 dargestellt als 3 =12 +1-1+ 12, O
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6 Fazit

Das Ziel dieser Masterarbeit war es, den Ring der Eisensteinzahlen im Hinblick auf seine
Arithmetik ndher zu untersuchen und dabei besonders die Teilbarkeit und die Primele-
mente zu analysieren sowie eine Faktorisierung zu erarbeiten, die mit den bekannten
Methoden in Z verglichen werden kann.

Zur Erreichung dieses Ziels wurden zuerst die Grundlagen aus Algebra und Zahlentheorie
in Bezug auf die Struktur von Ringen erarbeitet. Demnach gibt es in allen euklidischen
Ringen, das sind geméf Definition Integritdtsbereiche R mit einer Abbildung é : R — N,
eine Division mit Rest und einen euklidischen Algorithmus, der den gréfiten gemeinsamen
Teiler zweier Elemente liefert. Zusatzlich dazu gibt es in all solchen Ringen R eine eindeu-
tige Primfaktorzerlegung und jedes Primelement ist irreduzibel. Im Anschluss wurden
jene imaginar-quadratischen Zahlkorper gesucht, die euklidisch sind und damit genau
eine solche Darstellung von zusammengesetzten Elementen in irreduzible Primfaktoren
liefern. Dabei wurde der Schwerpunkt auf die imaginér-quadratischen Zahlkorper gelegt,
da die Eisensteinzahlen im Zahlkérper Q(y/—3) liegen. Als abschlieflende Resultate des
dritten Kapitels wurden Zerlegungsgesetze mithilfe von Norm, quadratischen Resten und
der Diskriminante geliefert, die Aufschluss dariiber geben, ob eine Primzahl p im Ganz-
heitsring Oy ein primes Element bleibt oder zusammengesetzt ist. Im vierten Kapitel
konnte dadurch zuerst gezeigt werden, dass der Ring der Eisensteinzahlen Z[w] mit der
Normabbildung § = N(z) = z - Z,z € Z|w] euklidisch ist und daher eine Division mit
Rest durchfithrbar ist. Ebenso wurde die Existenz des euklidischen Algorithmus in Z[w]
gezeigt und anhand von Beispielen verdeutlicht. Fiir die Erarbeitung der Primelemente
wurden die allgemeinen Zerlegungsgesetze in Abhéngigkeit von p mod 3 konkretisiert
und eine exakte Zerlegung fiir zerfallende Primzahlen in Z[w] hergeleitet. Zusétzlich wur-
de fiir Eisensteinzahlen z € Z[w] mit besonders grofier Norm N(z) der aus den ganzen
Zahlen bekannte Fermat’sche Primzahltest auf den Ring der Eisensteinzahlen iibertragen
und angewendet. Anschlieend konnte mithilfe aller vorherigen Ergebnisse eine Primfak-
torenzerlegung in Z[w] hergeleitet und durchgefithrt werden. Mithilfe der Analyse der
bindiren quadratischen Form f(z,y) = #? — 2y + y? und der im letzten Kapitel vor-
gestellten Reduktionstheorie wurde das Zerlegungsgesetz im Ring der Eisensteinzahlen
abschlieflend vollsténdig bewiesen.

Eine faszinierende Anwendung der Arithmetik der Eisensteinzahlen, die in dieser Arbeit
nicht thematisiert wurde, ist der Beweis des Reziprozititsgesetzes fiir kubische Reste.
Der erstmalige Beweis fiir das Gesetz wurde von Eisenstein selbst gegeben. Die bekann-
teste Anwendung diirfte der Beweis des Groflen Satz von Fermat: a™ 4+ 0" # ¢" fiir n = 3
sein. Potenzial zur Fortfiilhrung des Themas hat auch die ausgeweitete Untersuchung
von weiteren bindren quadratischen Formen, die im Ansatz bereits in Abschnitt [5] ge-
zeigt wurden. Eine weitere Moglichkeit an diese Arbeit anzukniipfen ist die Idee von
Oliver Knill EL der eines der bekanntesten ungelosten Probleme der Zahlentheorie, die
Goldbachsche Vermutung, unter anderem auf prime Eisensteinzahlen anwendet.

8KNILL, O.: Goldbach for Gaussian, Hurwitz, Octavian and Eisenstein primes. Department of Mathe-
matics, Harvard University, Cambridge, MA. 2016. abrufbar unter: https://arxiv.org/pdf/1606.05958
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